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Presentacion

En este capitulo, denominado «Precdlculo», se presentan algunos temas no trata-
dos en el curso de dgebra y trigonometria, los cuales son fundamentales para
abordar €l estudio de un primer curso de cdlculo diferencial.






Modulo1

El sistema de los niimeros reales

Introduccion

El ente béasico de laparte de la matematica conocida como andlisislo constituye el
llamado sistemadelos nimerosreales. Numerostalescomo 1,3, 35, 7, €, y sus
correspondientes negativos, son usados en mediciones cuantitativas.

Existen dos métodos principales para estudiar €l sistema de los nimeros reales.
Uno de ellos comienza con un sistema mas primitivo —tal como el conjunto delos
nlmeros naturales o enteros positivos 1, 2, 3, 4, ...—, y apartir deél, por medio de
una secuencia légica de definiciones y teoremas, se construye el sistema de los
nimeros reales’.

En e segundo método se hace una descripcion formal del sistemade |os niUmeros
reales (asumiendo que existe) por medio de un conjunto fundamental de propieda-
des (axiomas), de las cuales pueden deducirse muchas otras propiedades.

Objetivos

1 Hacer unaconstruccion intuitivadel conjunto )? delos nimerosreaesy pre-
sentarlo como un campo ordenado.

2. Presentar losinterval os como subconjuntosinfinitosde R y efectuar operacio-
nes de conjunto con ellos.

3. Estudiar €l valor absoluto de un nimero real x y sus propiedades.

Preguntas basicas

1 Usando lossignosde €,¢,c,« llenelos espacios en blanco de manera que se
obtenga una proposicion verdadera:

5.41 zZ; Q N

—/216 Z, R N

2 Ladesigualdad triangular establece que paratodo x, y € R,|x+ Y| <|X+|y.
¢En qué casos se verificalaigual dad?

1. Elmatematico Italiano G. Peano (1858-1932) presentd en 1889 un conjunto de cinco axiomas para los nimeros naturales. Puede
verse una discusion detallada en el desarrollo del sistema de los niimeros reales por medio de los axiomas de Peano en el libro
Foundations of analysis, de F. Landau, Nueva York, Chelsea, Publishing Co., 1951.

Giussepi Peano

Giussepi Peano nacio en una granja cerca del pueblo de
Spinetta, en el Piamonte, el 27 de agosto de 1858 y murié
el 20 de abril de 1932 en Turin.

Fuente:
http://images.google.com.co/
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Mddulo 1: El sistema de los ndmeros reales
1.1 Conjunto de los niimeros reales

En esta primera parte se hara una presentacion intuitiva del conjuntoR de los
nlmeros reales. Se parte de un conjunto primitivo como es el conjunto N de los
nimeros naturalesy se efectlian las sucesivas ampliaciones del mismo, atendiendo
mas ala necesidad de resolver ciertas ecuaciones en las cuales los conjuntos que
sevan definiendo resultan insuficientes parala solucién, que aun desarrollo axio-
mético del mismo.

El conjunto de los nimeros reales esta constituido por diferentes clases de nime-
ros. Entre ellas, se pueden mencionar los siguientes subconjuntos:

Conjuntodelosnumer osnaturales

El conjunto de los nimeros naturales, que se denota por N o también por 7*, co-
rrientemente se presenta asi:

N ={1,2,3,4,5,..}.

La notacion de conjunto que incluye los puntos suspensivos es de caracter infor-
md.

Este conjunto permite fundamentar las sucesivas ampliaciones que se hacen delos
sistemas numeéricosy llevaprincipa mente alaconsideracion delos nimerosreales.

Conjuntodelosnumer osenter os

El conjunto de los nimeros enteros, que se denota por Z, corrientemente se pre-
senta asi:

7 ={...-3,-2,-1,0,1,2,3, ..}.

En el conjunto de los nlmeros enteros se pueden resolver ecuaciones que no
tienen solucién en N, como sucede por gjemplo con la ecuacion x + 3 =1, cuya
soluciones x =-2.

Puede notarse que N < Z.
Conjuntodelosnumerosracionales

El conjunto de los nimeros racionales, que se denota por Q, se define de la si-
guiente manera:

Q :{m: conm, nenterosy n # 0}.
n

La introduccion de los nimeros racionales responde a problema de resolver la
ecuacion

ax=b,con a,beZ, a=0.

Elementos basicos de clculo diferencial
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Estaecuacion sdlotiene solucion en Z, en el caso particular en quea seaun divisor
deb.

Note que todo entero n puede escribirse como el nimero racional n/1y, en conse-
cuencia, se puede concluir que Nc Z < Q.

En lo sucesivo, cuando se haga referenciaalos nimerosracionales, a/b, c/d, ..., se
entendera que a, b, ¢, d, ... son nimeros enteros y que los denominadores son
diferentes de cero.

Conjuntodelosnumerosirracionales

En muchos temas de la geometria se plantean, en general, problemas para cuya
solucién el conjunto de los nimeros racionales resulta insuficiente. Asi por ejem-
plo, a considerar €l problemade determinar el nimero x que mide lalongitud dela
diagonal de un cuadrado cuyo lado seala unidad, el teorema de Pitégoras permite
establecer que x satisface la ecuacidn x? = 2. Puede demostrarse facilmente que no

existe x e Q que verifique esta Ultima ecuacion. En general, una ecuacion de la

forma x"=a,con ae Q y ne N, carecera(excepto casos particulares) de solucion.

Se hace necesario, por tanto, describir otro conjunto, en el cual ecuacionescomo las
anteriores tengan solucién.

El conjunto de los nimeros irracionales, que se denota por ", esta constituido
por los nimeros real es que no admiten la representacion racional.

Ejemplos de esta clase de nimeros son el nimero e (base del logaritmo natu-

ral), 72',\/2 etc.

En este conjunto se pueden resolver ecuaciones que no tienen solucion en Q,

como sucede, por gjemplo, con laecuacion X2 = 2, cuyas soluciones son X = +4/2,
gue no son nimeros racionales.

Conjunto R delosnimerosreales

Sedefinecomo R =QuUQ".
En el conjunto delos nimeros real es estén definidas dos operaciones: adicion (+)

y multiplicacion (+), las cuales verifican las siguientes propiedades AC (llamadas
también axiomas de campo).

1.2 Axiomas de campo

AC1: Uniforme

Si sesuman entre si dos nimerosreales, € resultado que se obtiene es un real
Unico.

Si semultiplican entre si dos nimeros reales, el resultado que se obtienees
unreal Unico.



Mddulo 1: El sistema de los nimeros reales

AC2: Conmutativa

a+b=b+a

Paratodo a, be R,
© {a-b:b-a

AC3: Asociativa

a+(b+c)=(a+h)+c
a-(b-c)=(a-b)-c.

Paratodo &, b, CGSR,{
AC4: Modulativa
Existeel real 0(cero) tal queparatodo a e R,
a+t0=0+a=a.
Existeel real 1 (uno), 1 « 0,tal queparatodo a e %R,
a-l=l-a=a

El real 0 esllamado médulo o elemento neutro paralaadicion.
El real 1 esllamado médulo o elemento neutro paralamultiplicacion.

ACS5: Invertiva

Para cadanimero real a existe unreal tnico llamado el opuesto dea, y que
se denota (—a), tal que

a+(-a)=0.

Paracadanimeroreal a » 0 existeunreal Unico llamado €l reciproco dea,
y que se denotapor a* o 1/a, tal que

a-a’=a-(Ya)=1.
Asi por gjemplo, el opuesto de 5 es—5; €l reciproco de-2 es 1/-2.

Debe notarse que (—a) no significa un nimero negativo, aunque en algu-
nas ocasiones puede serlo. Asi, -3 esnegativo y es el opuesto de 3, mien-
tras que —(-5) es positivoy es el opuesto de 5.

El opuesto de a también se conoce como inverso aditivo, y €l reciprocodea
también es llamado inverso multiplicativo de a.

Elementos basicos de clculo diferencial
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ACG6: Digtributiva

Paratodo a,b,ceR, a- (b+c)=a-b+a-c

Consecuenciasimportantesdelosaxiomasde campo

A continuacién se presentan, sin demostracion, las consecuencias masimportantes
delosaxiomas de campo. Mas que unasimplelista, son propiedades conocidas por
el estudiante y que le seran bastante Utiles en el desarrollo del curso. En algunas
demostraciones delosteoremas del calculo haremosreferenciaaellas.

C1: Leycancelativaparalaadicion (multiplicacion)

Cc2

C3

C4

C5

C6

c7

C8

C9

C10

cu

C12

C13

Cl4

C15

X+y=X+z = y=z
Si Xz 0, entonces xy=xz = y=z

Paratodo a,be R, laecuacion x + a = b tiene unay sélo una solucién
ensy.

Paratodo xe R, x-0=0.
X-y=0=x=0vy=0.

Paratodo x e R, S x= 0, entonces x* :E;t 0.
X
_ X
Siy= 0, entonces ;Z 0= x=0.
Paratodo x e R, —(—Xx) = x.

Si x# 0, entonces (x ™)™ = x.

Paratodo X,y e R, —(X+Y) =(=X)+(-Y).

X |~
< |k

1
Sixz 0,y 0,entonces (x-y) ™" =x"-y*. Equivalentemente, Py

_a-d+b-c

. a
Si b+ 0, d=+ 0, entonces b.d

=+
b

© oo

-d
d.

Si b« 0,d« 0, entonces

olo

a-c

b-d

Si b« 0,d« 0, entonces

olo
olo o

Paratodo xe R, —x=(-)x.

(-1 (- =1.
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C16  (-x)-(-y)=xy.
C17  —(xy) =(=x)y = X(-y)

_X_ZX_ X
C18 ~y= ", V=0

C19 Xy-2)=xy—xz
C20 (x-y)+(y-2=x-z

C21 (a-b)-(c—d)=(a+d)—(b+ ).

C22 (a+hb) (c+d)=(a-c+b-d+(a-d+b-c).
C23 (a—b) (c—d)=(a-c+b-d) - (a-d+b-0).
C24 a-b=c-de a+d=b+c

C25 Six2=x-x entoncesx>—y?= (x-y) (X+Y).

1.3 Axiomas de orden

Los axiomas o propiedades del sistema de los nimeros reales que se enuncian a
continuacion se expresan en términos de un cierto subconjunto especial deR

(este subconjunto, denotado por g+, se identifica con el conjunto de los reales

positivos). En general, cualquier campo que tenga un subconjunto P con las pro-
piedades AO mencionadas a continuacion, es llamado un campo ordenado. En el
caso particular que se estudiar, estas propiedades permiten establecer que €l sis-
tema de los nimeros reales es un campo ordenado.

AO1
Existe un subconjunto sg*de R tal que:

i. Si a,beR’, entonces (a+hb) eR*.
a-beR'.

. Paracada a e R, unay s9l0 unade las siguientes proposiciones es verdadera:
-aeR’; a=0, aeR".

Los elementos a € R, paraloscudes a < R*, srén llamadosrealespostivos.
Loselementos a € R, paraloscudes —a e R, serdnllamadosreal esnegativos.

Elementos basicos de clculo diferencial
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Desigualdades

Usando solamente el subconjunto sg* descrito en AO1, se deducen todaslasreglas
usuales en el trabajo con desigual dades de nimeros real es.

Definiciones

Sean x, y nUmerosreales.

Los simbolos «<» y «>» (queseleen «menor que» y «mayor que»,
respectivamente) se definen por las afirmaciones.

X<y y-xeR'.
X>y< X—yeR'.

Lossimbolos«<» y «>» (que se leen «menor o igual que» y «mayor o
igual que», respectivamente) se definen por las afirmaciones:

XSYS X<Y VvV X=Y.
XZY&SX>Y v X=Y.

CadaunadelasexpresonesX< Yy, X> Y, X<y, X2 yesllamadadesigualdad.

Deladefinicién anterior se sigue que las desigualdadesx >y e y <xson
equivaentes. Igualmente, lasdesigualdadesx < y e y > X son equivalentes.

Laexpresion x <y < z se usa paraindicar las dos desigual dades simulté
neas. X<y e y<z lgualmente, laexpresion x>y >z seusaparaindicar las
dos desigualdades simultaneas. x>y e y >z

En cualquierade los dos casos deladefinicidniii, sedicequey esaentrex y z.

Interpretaciones similares pueden establecerse para | as desigualdades:

X<Y<Z X>2y>Z X<y<z X<y<ZzZéc.

Claramente, acR* < a>0.

a es negativo «» a<0.

L as propiedades siguientes, que enunciamos sin demostracion, son con-
secuenciainmediata de la propiedad de ordeny serén (tilesen €l trabajo
con desigualdades.
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Consecuenciasprincipalesdelapropiedad deorden

01: Tricotomia

Si X,y € R, entonces unay solo una de |as siguientes proposiciones es
verdadera

X>Yy; X=Y; X<Yy.
02: Transitiva

Paratodo x,y,ze R,

X<YAY<Z = X<Z
X>Y AY>Z = X>Z

03 S xY,ZeR, entonces:

X< Y= X+Z<Yy+Z A AX—2<y-Z.
X> Y= X+Z>Y+ZAX—-2>Yy-2Z.
X< Y& X+ZSY+ZAX—2<y—-2Z

X2 Y X+Z2Y+ZAX—2Z2Y—-Z
04 a>b>0yc>d >0, entonces:
a-c>b-d.

05 Lassiguientesreglasdelossignosparalaadiciony multiplicacion dereales
secumplen:

ndmero positivo.
ndmero negativo.
ndmero positivo.
ndmero positivo.

(nimero positivo)  +  (nUmero positivo)
(nimeronegativo) +  (ndmero negativo)
(nimero positivo) - (ndmero positivo)

(nimeronegativo) - (nUmero negativo)

06 a<byc>0 = a-c<b-c
a<byc<0= a-c>b-c.

L as dos propiedades anteriores muchas veces se expresan diciendo que si ambos
miembros de una desigualdad se multiplican por una cantidad positiva, €l sentido
de la desigualdad se conserva, mientras que si se multiplican por una cantidad
negativa, €l sentido de ladesigualdad cambia.

07 Paratodo xe R, x* > 0.

=0 = x=0.

1
08 x>0= ;>0-

Elementos basicos de clculo diferencial 29
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1
09 x>y>0:>;(<;,-

1.4 Representacion geométrica de los niimeros reales

Una manera de representar geométricamente |os nimeros real es consiste en tomar
una recta generalmente en forma horizontal y fijar dos puntos distintos en €lla,
denotando con O (cero) al delaizquierday con 1 (uno) a deladerecha.

Se considera que cada punto de larecta corresponde aun nimero real, y viceversa:
acadanumero real le corresponde uno 'y sélo un punto de dicharecta. Se establece
de estaforma una correspondenciabiunivoca entre los niUmerosreal esy |os puntos
de estarecta, la cua nos permite decir en adelante que cada punto «es» un nimero
real. A larecta sobre lacual se hacen representaciones de los nimeros reales se le
seguirallamando rectareal, o también, recta numérica.

Recurriendo alaideade distanciay tomando como unidad delongitud el segmento
derectaentre 0y 1, que en adelante se [lamara segmento unitario, como punto de
partidael 0, que en adelante se llamara origen, como nimeros positivos los puntos
gue se dan ala derecha del origen, y negativos los que se dan a su izquierda, se
puede entonces localizar algunos nimeros reales. Asi, paralocalizar los nimeros
enteros se lleva sucesivamente, y a ambos lados de 0 y 1, el segmento unitario,
como apareceenlafigural.l.

Figura 1.1

Existe unaconstruccion geométricasencillaparalocalizar nUmerosracionaesenla
rectareal. llustremosel procedimiento por medio de un gjemplo. Pararepresentar,
por gjemplo, €l nimero racional 12/5, se traza por €l origen 0 de larectareal una
segundarectaoblicuay apartir de 0 se marcan cinco (5) segmentosigualessobrela
oblicuaconextremosenP,, P, P, P,y P, (figural.2).

A continuacion setrazalarectaqueuneaP, con el racional 3=15/5 y luego cuatro
rectas paralelas alaanterior y que pasen por los puntosP,, P, P, P,y P..

Por geometriaelemental se sabe que este sistemaderectasparalelascortaal segmen-
toentre0y 3 en cinco partesiguales de manera que lalongitud de cada parte es 3/5.
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b I3 O
w

/0 _ 1t_ %2

Figura 1.2

|
[¥5]

1]

|

En consecuencia, cada punto de corte en larectarea corresponde en forma sucesiva
alosracionales 3/5, 6/5, 9/5, 12/5y 15/5, entre los cual es se encuentrael racional que
se queriarepresentar en larecta.

Para los enteros positivos que no son cuadrados perfectos, se puede demostrar
guesuraiz cuadradaesun nimero irracional, cuyalocalizacion enlarectanumérica
selograde unamanera sencillaempleando € teoremade Pitégoras (figura 1.3).

Figura 1.3

Otrosnumerosirracionales, como  ~ 3.1415927... y e~ 2.7182818..., serénlocali-
zadosen suformadecimal aproximada.

1.5 Intervalos y valor absoluto

Entre los subconjuntos infinitos del conjunto de los reales se destacan nueve de
ellos, llamados interval os, y que se definen de lasiguiente forma:

Elementos basicos de clculo diferencial 31
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Definiciones

i Sean a, be R, cona<hbh.

1

El conjunto de puntos {x € R :a < x < b} sellamaintervalo abierto
de extremosay b. Sedenotapor (a, b). Asi que:

(a, b)={xeR:a<x<b},

y geométricamente se representaen larectareal en laformadela
figural.4.

e
T~
=3

Figura 1.4

El conjunto de puntos {x e R :a< x < b} sellamaintervalo cerrado
deextremosay b. Sedenotapor [a, b]. Asi que:

[a,b] ={xeR:a<x<b},

y geométricamenteserepresentaenlarectared enlaformadelafigural.5.

o 4
o g
=

Figura 1.5
Noteseque a ¢(a, b), b ¢(a b), a e [a b], be[a b].
Demanerasimilar se pueden definir y representar geométricamente

los demas tipos de interval 0s, que aparecen a continuacién de una
manerasimple.

(ab] = {xeR:a<x<b}(figurale).

Y.
T g
=

Figura 1.6

[a,b)= {xeR:a<x<b}(figural.7).

Iy
T
a

~
=

Figura 1.7

ii. Sea g e R. Uninterval o de cualquierade las siguientes formas se llama
semirrecta.
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5, (-0,a) = {xeR:—0 < x<a} (figural.g).

> R
-0 o
Figura 1.8
6. (-oo0,a] = {xeR:—o<x<a}(figural.).
3 R
— o0 o
Figura 1.9

7. (& +w) = {xeR:a< x<+ow} (figural.10).

i R
a + 00
Figura 1.10

8. [a,+0) = {xe R:a< x<+n} (figural.1l).
&
T
a + 00
Figura 1.11

iil. Final mente, & conjunto 9} delosnimeros real es se definecomo € intervalo
(—o0,400) . Esdecir:

9, (~o0,+00) = {X€R -0 < X< 40},

Como los intervalos son conjuntos, podemos efectuar con ellos |las operaciones
basi cas entre conjuntos: union, interseccién, diferencia, complemento, etc.

El ggemplo 1 delosgjerciciosresueltosal final del capituloilustralaformade efec-
tuar dichas operaciones.

Valor absoluto
m Definicion

Sea x e R. El valor absoluto de x, denotado por |, se define como

X six>0
=1

X six<0

Asi, |9=5;|-8=—-(-8);|q =0.

El valor absoluto de un nimero real x es siempre positivo 0 cero y se interpreta
geométricamente como ladistanciadel punto x al origen (figura1.12). Igualmente,

|x— y| seinterpretacomoladistanciadel puntoxa puntoyenlarectared (figural.13).

Elementos basicos de clculo diferencial
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b 0
[x] [x =yl
L 1 1
0 X X
Figura 1.12 Figura 1.13

= Propiedadesdéd valor absoluto (VA)

VALl Paratodo xe R, [ >0y [ =0 x=0.
VA2 |X{=|y| e x=yvx=-y.

VA3 |x-y|=|x|y|, paratodo x,ye®R.

X X
VA4 —:H’yio-
e Dbt

x=y|=ly-¥.
VA6 |x|2:x2.

VAB X <]yl X <y

VA7 |Y<e< —e<x<e sempreque € >0.

VA8 |XY<e< —e<x<e semprequee>0.

VA9 |{>a< x>avx<-a, semprequea>0.
VAL0 |[{>a<x>avx<-a

VALl —|}{<x<|X, paratodo x e .

34 Ude@ - Educacidn no presencial
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VA12: Desigualdad triangular

Paratodo X,ye R, |X+ Y| <|X+|y].
¢En qué caso se verificalaigua dad? (compruebe).

VAL3 [x—Yy|<|X+|y|-

VALA. [ -[y] <[x- .

1.6 Solucion de desigualdades (inecuaciones)

En unadesigualdad que envuel ve unaincégnita, digaselaletrax, un valor particu-
lar de x satisface ladesigualdad si a reemplazar x por su valor particular (en todas
sus ocurrencias) la convierte en una proposicion verdadera.

Asi por ejemplo, x = 1 esun valor particular de x que satisface la desigualdad
3x — 1< x+5,yaque 3(1) - 1< 1+5, mientrasquex = 4 no essolucion particular.

Resolver una desigualdad es encontrar €l conjunto de todos los nimeros reales
gue la hacen verdadera. En contraste con una ecuacion, cuya solucién en general
es un nimero o quiza un conjunto finito de nimeros, €l conjunto solucién de una
desigualdad consta por o comun de un intervalo, unién finita de intervalos y en
algunos casos €l conjunto vacio.

Asi, € conjunto solucion de la desigualdad X2— x < 6 es d intervalo (-2,3), €

conjunto solucién de ladesigualdad X2 —x > 6 es (—o,—2]U[3,+) Yy € conjunto
solucion deladesigualdad X2 + 5 < 4 es el conjunto vacio (¢por qué?).

El procedimiento pararesolver desigual dades consiste en transformar ladesigual -
dad inicial en unadesigualdad equivalente (tiene las mismas soluciones). Las he-
rramientas principales para hacerlo son el uso adecuado de las propiedades de
orden y sus consecuencias. Ello implica que debemosrealizar ciertas operaciones
en unadesigualdad sin cambiar €l conjunto solucién. En particular:

1 Se puede sumar (restar) lamisma cantidad en ambos miembrosdeunades-
igualdad.

2 Se pueden multiplicar (dividir) ambos miembros de unadesigua dad por una
misma cantidad positiva.

3 Se pueden multiplicar (dividir) ambos miembros de una desigual dad por
una misma cantidad negativa, pero entonces se debeinvertir el sentido
del signo de la desigualdad.

Losgemplos2, 3,4,5y 6delosegerciciosresueltosal final del capituloilustran el
procedimiento aseguir en cadacaso. En particular, enlosejemplos5y 6 seexplica
un procedimiento grafico, mucho méas expedito para solucionar desigual dades que
el método analitico.

Elementos basicos de clculo diferencial
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Modulo 2

El sistema de coordenadas cartesianas. La
linearecta

Introduccion

El propdsito en este médulo es presentar las diferentes formas de la linea recta.
Antes de hacerlo se presentan algunos conceptos preliminares, como €l de distan-
cia entre dos puntos del plano y las coordenadas del punto que divide a un seg-
mento en unarazén dada, asi como también los conceptos de pendiente e inclina-
cion de unarectaen el plano cartesiano.

Luowing Philipp Cantor

Se asume que €l lector conoce |os conceptos de plano cartesiano y lalocalizacion  yowing Philipp Cantor nacié el 3 de marzo de 1845 en San

de puntos en el mismo. Petersburgo (Rusia) y murid el 6 de enero de 1918 en Halle
(Alemania).

Objetivos Fuente:
http://140.128.17.1/mkuo/

1 Determinar las coordenadas del punto medio de un segmento de recta.

2. Diferenciar entre pendiente einclinacion de unarecta.

3. Presentar las diferentes formas de la ecuacion de unarecta.

4. Establecer las condiciones de perpendicularidad y paralelismo entre rectas.

Preguntas basicas

1 Sean B(-11y B,(3,0) dospuntosen el plano. Determinelas coordenadas del

punto P sobre el segmento PP, tal que E = 1 .
RR 3
2. Verdadero ofalso.
Sean Ax+By+C =0y Ax+B,y+C, =0 las ecuaciones de dos rectas en
el plano. Entonces:

a Lasrectasson coincidentessi y solosi AB, = AB,.

b. Las rectas son perpendicularessi y solosi A -A,+B,-B, =0.

Contenido

2.1 Teorema: Distancia entre dos puntos del plano

2.2 Coordenadas del punto que divide aun segmento en unarazén dada. Coorde-
nadas del punto medio

2.3 Pendiente einclinacién de unarecta

Elementos basicos de clculo diferencial
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2.4 Formasdelaecuaciondelalinearecta
2.4.1 Ecuacion delarectaque pasapor € origen
2.4.2 Ecuacion delarectaconocidasu pendiente my suintercepto b con el gjey
2.4.3 Ecuacion de la recta que pasa por un punto y de pendiente conocida
2.4.4 Ecuacion delarectaque pasa por dos puntos dados P, (x,, ¥,) Y P,(X,, Y,)
2.4.5 Ecuacion segmentariadelarecta
2.4.6 Ecuacion genera delalinearecta

2.5 Angulo entre dos rectas. Perpendicularidad y parelelismo entre rectas
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Mddulo 2: El sistema de coordenadas cartesianas. La linea recta
2.1 Teorema: Distancia entre dos puntos del plano

Sean P, (x,, ¥,) Y P, (X, ¥,) dos puntos en el plano.

Ladistancia entre los puntos P, y P,, denotada por d =|RB)|, esta dada por

d=[RR| =% — %)+ (¥, - y,)*. ®
Demostracion

Enlafigura2.1sehanlocaizadolospuntosP, (x,y,) Y P, (X, Y,), ai comotambién
el segmento derecta BP, .

Vi P,
Ya=N
P,
X=X i R
—X — X
X,
Figura 2.1

Al trazar por el punto P, unaparalelaal gjexy por P,unaparaelaad eey, éstasse
intersecan en €l punto R, determinando €l triangulo rectangulo P RP,y enel cual se
puede aplicar larelacién pitagérica

—_—2 —_—2 2

RP, =RR +Rp, .

. - o
Pero BP, =|RR[, RR=x,-% y R, =y,- V..

Por tanto, [RRy| =+/(x, - %)2 + (¥, - Y.)°,

d =06 =)+ (%~ ).
Observaciones
i. Enlaférmula (1) se observaqueladistanciaentre dos puntos essiempre un
valor no negativo. Nétese ademas que el orden en el cual se restan las
coordenadas de los puntos P, y P, no afecta el valor de la distancia.
i Si el segmento rectilineo determinado por lospuntosP, y P, esparalelo a eje

x (figura2.2a), entonces |RR,| =|x, — x| puesto quey, = v,

Elementos basicos de clculo diferencial
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) ) P,
P, | P,
P
X X
(a) (b)
Figura 2.2

Igualmente, si dicho segmento esparalelo al gjey (figura2.2b), entonces

|PlPZ| =|y2 _Y1| puesto que X, = X,.

2.2 Coordenadas del punto que divide a un segmento en una razon
dada. Coordenadas del punto medio

Considere el segmento | I31I32| cuyos extremos son los puntos P, (x, ¥,) Y P, (X, ¥,)
(figura2.3).

Vi
P2 (Xb J"*}
M(x, y) Delnbd
Ty H
P (xy, »1) }Q_Jl
X=X
X
Figura 2.3
_ Fi_'V'
SeaM (x, y) un punto sobre el segmento PP, y llamemos A = o5 @
12

Setrata entonces de encontrar las coordenadas x ey del punto M en términosde 4
y de las coordenadas de los puntos P, y P,.

Al proyectar los puntos P,, P, y M sobre | os €jes coordenados resultan los triangu-
los rectangul os semejantes P,MH y P, MQ. Entonces se puede escribir

VoY _ %X _ MR, ,
Y=Y, X-% RM @)

Ahora, de (1) M %

ora, de (1) BB 1



Mddulo 2: El sistema de coordenadas cartesianas. La linea recta

BM A
: ﬁl_m ~1_ 4 (obsérvese que cuando M se mueve de P, aP,, 1
12 1

variade manera continuatomando valoresentre Oy 1).

Por tanto

AM _ 4 o
MP. = -1 que al sustituir en (2) da
2

En consecuencia,

Yooy _%=X_1-4
Y=Y X=X A

De donde =Y~ 3
edonde 7=y Ty ©)
X=X 1-1
X-% A )

Al simplificar lasecuaciones (3) y (4) se obtienen finalmente:
Y=Y +AY,~ W), ©

X=X +A0% = Xx). ©
Lasecuaciones (5) y (6) resuelven el problema.

Observaciones

i. Notese que paracadavalor de 1,0< 1 <1, lasecuaciones(5) y (6) nos dan
un punto sobre el segmento P P,.

i En muchas ocasiones, & segmento P, P, se expresa en notacion de conjunto
enlasiguienteforma:

RP, ={(x,y)e R| X=X A ), Oszsl}.

Y=Y+ Ay, - %)’
iil. Nétese finalmente que cuando M coincide con el punto medio de F;_P
_EM _1 .
entonces PR 2’ y en consecuencia

1 1
X= ><1+5(><2—><1) e y=y1+§(y2—y1)-

Es decir, x:—xlzx2 Vit

ey= CE representan las coordenadas del punto

medio del segmento BP,.

Elementos basicos de clculo diferencial
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2.3 Pendiente e inclinacion de una recta

Definiciones

El angulo € (0< 6 <) queformaunarectal con el e xmedidoenel

sentido positivo del eje alarecta L sellama angulo deinclinacién de la
rectal (figura2.4a).

Si L esunarectano vertical, la pendiente de larecta L, denotada por m, se
definecomo el valor de latangente de su angulo deinclinacién. Esdecir,

m=tand, @

sendo 0<0<r, 9¢12’.

El nimero mse conoce también con el nombre de coeficiente angular dela
rectal.

(a)

=Y

=Y

(b) ()

Figura 2.4

Observaciones

22 Ude@ - Educacidn no presencial

Si larectal esvertical, suangulo deinclinacion es90°y por tanto supendiente
m= tan 90° = + oo (figura2.4c).

SiP,(x,,y,) Yy P, (X, Y,) sondospuntosdistintos sobre unarectano vertical
L (figura2.4b), entonces, de acuerdo aladefinicion de pendiente, setiene que

yz_yl
—tang =221 :
m " X Xzi)(l (2)

2

Las expresiones (1) y (2) son equivaentesy en lo sucesivo se hard uso indis-
tinto de ellas. N6tese que d coeficiente angular mesigual al incremento de
ordenadas dividido por €l incremento de abscisas.



Médulo 2: El sistema de coordenadas cartesianas. La linea recta
iil. El nombre de pendiente de unarectaestajustificado. Cuando sediceque un
camino tienelapendiente 5%, significaque por cada 100 unidades horizonta-
lesasciende 5 unidades, esdecir, el cociente delasordenadas por las abscisas
correspondientes es 5/100.

iv. L a pendiente de unarecta puede ser positiva, negativa o cero, seglin el angu-
lo deinclinacion delarecta, asi:

Si 9 =0°, entonces m= 0 (figura2.5a).
Si 0°< g <90°, entoncesm> 0 (figura2.5b).

Si 90°< g <180°, entoncesm< 0 (figura2.5c).

v i VA VA
X \.E &) X )0 .
" X x
X y
(a) (b) (c)
Figura 2.5
V. El valor delapendiente de unarectano depende de laeleccién particular de

los puntos P, y P, escogidos sobre €llas.

Dadostres puntos P, P, y P, del plano, sedice que son colinealess y sblo
si lapendientedeterminadapor P, y P, esigua aladeterminadapor P,y P, e
igual aladeterminadapor P,y P,.

2.4 Formas de la ecuacion de la linea recta
2.4.1 Ecuacion de la recta que pasa por el origen

Considere larectal que pasapor €l origen Oy formaun angulo deinclinaciéon g
conel gex (figura2.6).

Elementos basicos de clculo diferencial
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y
Py (x5, 3)
Py (x5, 1)
Vs
P,(x, ») i
; B!
5
O eeemmmnnes \I _\P[ P‘_: P X
------------------------- \2---
------------------ '\‘3- sesssssssasaay
Figura 2.6

Tomese sobre larectalos puntos P,(x,, y,), P, (X, ¥,) ¥ P, (X, Y5). Al proyectar los

puntos P, P,y P, sobre el ge x, se obtienen lospuntos ', P, y P, -

Como lostriangulos ORR', OR,P, y OR,P; son semejantes, se tiene que

ﬁ:ﬁzﬁzconsztanezm
Xl X2 X3
Esto es, cualquieraque sea el punto P(x, y) sobrel, Yomo y = mx. @
X

Laecuacion (1) eslaecuacion de larecta que pasapor €l origen y tiene pendiente
conocidam.

2.4.2 Ecuacion de la recta conocida su pendiente my su intercepto b con el
ejey

Considere unarectal delaque se conocenm(m=tang)y b (figura2.7).

}:J {‘,

H b _.-....n""'.

0% [ = .
L0 P'(x,0) X

Figura 2.7

Tracepor €l origenlarectal” paraelaal. SeaP (x, y) unpuntodel. Al llamar P’ la
proyecciénde P sobre el gjex, PP” cortaalarectal” enun punto P~ de coordenadas
P”(X! Y)r Y;t y

Y
Como P (x, Y) estasobrel”, entonces X =tand=m dedonde Y= mx.
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Ahora, €l cuadrilatero OBPP"” esun paralel ogramo. Por tanto, P"P=0B=b, y setiene
que:

y=PP=PP” + P"P=Y+b=mx+h.
Esdecir, paratodo (x,y) e |, y= mx+ b= (tang)x+ b.

Laecuaciony = mx + b eslaecuacién de larectaen términos de su pendiente my su
intercepto b con el gjey.

2.4.3 Ecuacion de la recta que pasa por un punto y de pendiente conocida

Considerelarectal que pasapor un punto dado P,(x,, y,) y cuyapendiente mtambién
esconocida(figura2.8).

P (x,, »y)

=Y

Figura 2.8

Al llamar b al intercepto delarectal con el gey, entonceslaecuacién del viene dada
por

y=mx+b. @

Como P (x,,Y,) el, entonces satisface (1) y en consecuencia se tiene que

y, = mx +b. )
Al restar delaecuacion (2) laecuacion (1) seeliminael pardmetro b que se desconoce
y se obtiene

Y=Y, = mx—x,). ©)

Laecuacion (3) es conocidacomo laforma punto-pendientede laecuacion delarecta.
Nétese que la ecuacion (3) también puede escribirse en laforma

y= mx+(y, —mx),
lo queindicaque el intercepto b con el gjey viene dado por

b=y —mx,.

Ejercicios delos mddulos 1al 5 45
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2.4.4 Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados P1(x1, y1) y Pz(xz, yz)

Seal larectaque pasapor lospuntosP, (X, y,) y P,(X,, ¥,) y Ilamese m su pendiente.

Como | pasapor e punto P,(x,, y,) y tiene pendiente m (figura 2.9), setiene, de
acuerdoa2.4.3, que

y-y, = m(x—x) @
representala ecuacion de dicharecta.

VA

P, {m
\dnyd

Figura 2.9

-y

Ahora, como el punto P,(X,, y,) e |, entonces satisface su ecuacion, esto es,

Y, =Y, = M(X, - %), dedonde
y2 — y1

" @

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene

Y

Ly =Ny
y-Y Xz—xl(x %) % # X ©)

Laecuacion (3) se conoce como laforma dos-puntos de la ecuacion de larecta.
Observaciones

i. Nétese que laecuacion (2) nos proporcionael valor delapendientemy la
ecuacion (3) también puede escribirseen laforma

yZ_yl y2_y1
y==E—tx+| y X At
X, =%, {1 Xlxz—xl}

lo queindicaque el intercepto delarectal con el gey viene dado por
yz_yl
b=y —-x—=——=.
b %

ii. Si (x, y) esun punto cualquierade larectadeterminadapor P (x,, y,), enton-
ceslaecuacion de larecta(3) también puede escribirse en formade determi-
nante, asi:
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Xy
X W =0
X Y,

2.4.5 Ecuacion segmentaria de la recta

Considere larectal delacua se conocen losinterceptosay b con los gjesx ey,
respectivamente (figura2.10).

}:JL

!
\ B (0, b)

Ala, 0)

Figura 2.10

Como | pasa por los puntos A (a, 0) y B (0, b), entonces, de acuerdo ala seccion
2.4.4, laecuacion del viene dada por:

y—O:ﬂ(x—a).
0-a

) -b b
Esdecir, V=E(X—a), de donde Y= b.

Dividiendo esta Ultima ecuacion por b, se obtiene

Xy
—+==1
2 b @

Laecuacion (1) seconoce como laecuacion segmentaria, canénica o forma delos
interceptosde lalinearecta. Losnimeros ay b son las medidas de |os segmentos
gue larecta interseca con cada € e, con su signo correspondiente, pues haciendo
en(1)

y =0, resulta x=a (interceptoconel gex)
x=0, resulta y=Db (interceptoconel gey)

2.4.6 Ecuacion general de la linea recta

Laecuacion Ax + By + C = 0, donde A, B, C son nimerosrealesy Ay B no son
simultdneamente nul os, se conoce como laecuacion general deprimer gradoenlas
variablesx ey.

Elementos basicos de clculo diferencial
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Laecuacion explicitade larecta, cuando se conocen dos puntos, excluye lasrectas
paraelas a gey, cuyas ecuaciones son de laformax = constante, pero todas las
rectas del plano, sin excepcion, quedan incluidas en laecuacion Ax+ By + C= 0
gue se conoce como la ecuacion general delalinearecta, comolo afirmael siguien-
teteorema:
Teorema
Laecuacion general de primer grado

Ax+ By+ C=0, 1)

con A, B, C € R, Ay B no simultaneamente nulos, representa unalinearecta.

Demostracion
Se pueden considerar varios casos:
i. A=0,B »0.
En este caso, laecuacion (1) setransformaen By + C = 0, de donde

y:—E- @

Laecuacion (2) representaunalinearectaparalelaa ejexy cuyointercepto

conel geyes —% (figura2.11).

},-.IL

= |0

S |

Figura 2.11
ii. A=0,B=0.

En este caso, laecuacion (1) setransformaen Ax + C = 0, de donde

C
X:—K. (3)

Laecuacion (3) representaunalinearectaparalelaa ejeyy cuyointercepto

C
conel gexes A (figura2.12).
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y.ll

_C
A

Figura 2.12
A=0, B=0.

En este caso, laecuacion (1) puede escribirse en lasiguiente forma:

A C
i o

A
Laecuacion (4) representa unalinearecta, cuyapendienteesm= B y

cuyo intercepto con el gey vienedado por b= —% (figura2.13).

y A

Ax+By+C=10

<5 _

Figura 2.13

Observaciones

Esposible escribir laecuacion general delalinearectaen variasformas, de
tal maneraque solo involucre dos constantes. Es decir, si A, By C sontodos
distintos de cero, podemos escribir la ecuacién (1) en las siguientes formas
equivalentes:

B C
X+—y+—=0.
Ay A (A
A Cc
—X+y+—=0.
B y B (1B)

Elementos basicos de clculo diferencial
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A B
—X+—Yy+1=0.
cte y (1©

En cadaunadelasecuaciones (1A), (1B) y (1C) existen esencia mente sblo
dos constantes independientes, por jemplo

Eygen(lA)
A’ A '

Esto indicaque paradeterminar la ecuacion deunarectaen particular necesi-
tamos conocer dos condiciones, como por ejemplo dos puntos, un punto y
lapendiente, en concordancia con lo establecido en los numerales anteriores.

Cuando la ecuacion de una recta esta expresada en la forma general
Ax+ By + C =0, su pendiente o coeficienteangular con respecto al gje x, m,

A
viene dado por m= B y su coeficiente angular n, con respecto al gjeyy,
viene dado por n=——.

A

Los coeficientesmy n se denominan coeficientes directores de la recta.

2.5 Angulo entre dos rectas. Perpendicularidad y

paralelismo entre rectas

Sean |,y |, dos rectas no verticales, cuyos angulos de inclinacion son 6, y 6,
respectivamente. Al cortarse lasrectas|, y |, forman cuatro angulosiguales de dos

endos (figura2.14), estoes, B, =4,=6,—6,, Yy a, =a, =180° - f3,.

Sedefineel anguloentrel, y I, como el angulo positivo obtenido al rotar larecta |,
hacial,. En este caso el angulo entrel. y |, viene dado por

b=6-6, @

=y

Figura 2.14

El propdsito ahoraes establecer unarelacion entrelas pendientes de dosrectasy el
angulo entre ellas.
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Delaiguadad (1) setiene:

tan g, =tan(4,-46,)

_ tang —tand, ﬂiz
Litangtang,” "7 2 @
También,
cot B, =cot(6,—46,)
1+tang, tand,
=———= f#0.
tand, —tan, A ©)

Puesto que m =tang, y m, =tané,, entonces podemos escribir |as igualdades
2y (3) enlaforma:

__m-m 4 ;

T Lmem AT @
I+m -

wp =TI 0 @

Lasecuaciones (2)" y (3)" expresan latangentey la cotangente del &ngulo 4, entre
las rectas |, y |, en términos de sus pendientes, y por medio de ellas se pueden

establecer criteriosde perpendicularidad y paral €lismo entrerectas, comolo afirma
el siguienteteorema.
Teorema: Condicionesdeperpendicularidad y paralelismo

Sean |,y |, dos rectas no verticales con pendientes m y m,, respectivamente.
Entonces:

i. |, es paralela(]l)al, & m =m,.
ii. |, esperpendicuar(Ll)al,<m  -m,=-1

Demostracion

Enlafigura2.15 apareceilustrada cada unade las situaciones.

Elementos basicos de clculo diferencial

51



(apitulo 0: Precalculo

=Y

pd ,,

Figura 2.15
Supongaquel, || |,,y veamosquem, = m,.

En efecto, como |, || |,, entonces los angulos 6, y 6, son iguales por

correspondientes, y en consecuenciatan ¢, =tan ¢,, esdecir, m = m,.

Ahora, si m=m, , sesiguede (2)' quetan £ =0,y deaqui

B, =6,-6,=0,dedonde 6, =6, y por tanto |, y |, son paralelas.

Si I,y |, son perpendicul ares, entonces A =% y cot B, = cot% =0. Susti-

tuyendo este ultimo valor en (3)” obtenemos 0= 1+ml—mZ de donde
m-m

m, -m,+1=0, y deaqui sededucequem - m,= —1.

1
Reciprocamente, sim - m,= -1, entonces M = _E' ycomo m, =tané,,y

m =tang,, setiene que tan¢91:—t 19 =—cotd,, dedonde, sin pérdida
an 2

de generalidad, hemos escogido larectal, con mayor inclinacion 6,. Te-
niendo en cuenta que tanto , como ¢, son angulos positivosy menores

que 180°, concluimos qued, = 90°+ 6,,delocud & — 6, =90° y por tanto
lasrectas|, y |, son perpendiculares.

Observaciones
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Si lasrectas |,y |, estan dadas por |as ecuaciones en forma general

A m=_A
Ax+By+ C=0y Ax+By+ C =0, puesto que nlz—E y m = B’

entonces las condiciones de paralelismo y perpendicularidad del teore-
ma pueden enunciarse en la siguiente forma:



Mddulo 2: El sistema de coordenadas cartesianas. La linea recta

|1|||2@—§=—ﬁ A_B L ag-AB-o.

B A B

|1¢|2@(—§j[—%}—1© A-A=-B-B < AA+B-B =0

i Un caso especia del paralelismo entrerectas eslacoincidencia. Unacondi-
cion necesariay suficiente paraque dosrectas|, y |, sean coincidentesesla
proporcionalidad entre sus coeficientes. Es decir, lasrectas de ecuaciones
Ax+ By+ C=0y Ax+ By+ C =0soncoincidentes.

1
Q_‘iz_Bl:_:@A_kA, B, =kB, C, =kC.
A B C '

Distanciadeun puntoaunarecta

= Teorema

SeaP(x,, y;) un punto que no pertenece alarectal deecuacion Ax+ By +C =0 (fi-
gura2.16). Ladistanciad del punto P alarectal viene dadapor medio delaférmula

d:|Ax1+Byl+C|'
VA +B?

}.

Plx,v)
d
\ X

LAx + By+C=0

Figura 2.16
Demostracion

Veael gemplo 19 delosgjerciciosresueltosal final del capitulo.

Serecomiendaalos estudiantes|ectores mirar los jempl os resueltosy desarrollar
los gjercicios propuestos al final de este capitulo.

Elementos basicos de clculo diferencial 53






Modulo 3

Funciones y sus graficas

Introduccion

Quizéslaideacentral enlamatematicaseael concepto defuncion. Enlahistoriade
la matematica parece ser René Descartes quien introdujo primeramente en €l afio
1637 el concepto de funcion, para significar la potencia entera de la variable x.
Posteriormente Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) utilizé dicho concepto para
denotar |as cantidades asociadas aunacurva. Leonhard Euler (1706-1783) lo utilizé
luego paraidentificar larelacion entrevariabley constantesen unaférmula. Perola  Peter Dirichlet
definiciéon que se usa actualmente de funcion es debida a Peter Dirichlet (1805-
1859), la cual describe una funcidn como una regla de correspondencia entre dos
conjuntos.

Peter Dirichlet nacié en Alemania el 13 de febrero de 1805 y
murid en 1859.

Fuente:

ObjetiVOS http://images.google.com.co

1 Conocer los diferentes tipos de funcionesy las operaciones basicas entre ell as.

2. Diferenciar gréficamente entreunarelaciony unafuncion.

3. Construir a partir de una grafica dada, usando desplazamientos y reducciones,
las gréficas de muchas otras funciones.

Preguntas basicas

nMX+n
pxX+q’

1 Sea f(¥0=

Determine f*(x). S p# 0, ¢qué condiciones cumplen m, n, py g para que
f=f"?

2. Silagréficadef cortaalade f, ¢debeocurrir esto sobrelarectay = x?

Contenido

3.1 Generdidades
32 Gréficadeunafuncién
3.2.1 Algunas funciones especiales
3.3 Funciones algebraicas y trascendentes
3.4 Funciones pares eimpares
3.5 Funciones periédicas
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3.6 Desplazamientos, compresionesy alargamientos
3.7 Operaciones con funciones
3.8 Clasificacion delasfunciones
3.8.1 Funciones monétonas
3.8.2 Funcionesinyectivas
3.9 Funcionesinversas
3.10 Model os matemaéticos. construccion de funciones
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3.1 Generalidades

Intuitivamente se considera que la cantidad y es funcién de la cantidad x si existe
algunaregla, ley o procedimiento que permita asignar un valor Unico dey para
cada valor que se considere de x, dentro de cierto conjunto posible de valores.

Muchas veces es posible expresar dicha regla o ley por medio de una ecuacion
matemética, como ocurre por ejemplo con el areay de un circulo, en funcién del
radio x, y = mx2; otrasvecesesdificil o aunimposible hallar laférmulamatemaética
gue relaciona las variables x e y aungue siga siendo posible la asignacién de un
valor Unico dey paracadavalor de x.

Lo que interesarealmente es poder determinar un conjunto de pares ordenados
(%, y), independientemente de si laley o reglaquerelacionalasvariablesx ey esde
tipo matematico, empiricao simplemente descriptiva.

Definiciones

i. Sean A 'y B dos conjuntos no vacios.

Unafuncién de A en B es una regla de correspondencia que asociaacada
elemento x de A un Unico elemento y de B.

Se usan indistintamente |os simbol os
f:A—>B A— 5B
X—y=f(X) X y=f(X

paraexpresar que «f» esunafuncién de Aen By queademésa elemento x de
A lecorresponde el elementoy (imagen dex mediantef) deB.

i Al conjunto A selellamadominio delafunciony sedenctarapor el simbolo

D ().

Igualmente, a subconjunto de B, formado por todas las imagenes de los
elementosde A, selellamarango delafunciény sedenotarapor e simbolo

r (f).
Observaciones

i. Paralos conceptos del célculo que se desarrollan, los conjuntos Ay B men-
cionados anteriormente son por lo general subconjuntos de®R; de esta for-
ma, lafuncion

f:AcR > BcR sellanarafuncion real devariablereal.

i Enlaexpresiony = f (X) que expresalacorrespondenciaentrelos elementos
x deAconlosy deB, laletrax sellama variableindependientey laletray se
denomina variable dependiente.

En el siguiente g emplo se ilustran los conceptos establ ecidos hasta ahora.

Elementos basicos de clculo diferencial
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Considerelosconjuntos A={a, b, c,d, e} y B={0,1234,567},y
lafuncion f : A— B definidapor medio del diagramadelafigura3.1:

A B
7 T

Nyl
A3

Figura 3.1
Se tiene entonces que:

Laimagen del elemento a mediante f es 5. Esdecir, f(a) = 5.
Laimagen del elemento b mediante f es 3. Esdecir, f(b)= 3.
Laimagen del elemento ¢ mediante f es 7. Esdecir, f(c)=7.
Laimagen del elemento d mediante f es 0. Esdecir, f(d)= 0.
Laimagen del elemento € mediante f es 5. Esdecir, f(e) = 5.

Ahora,
D(f)=A={a,b,c d, ¢,

r(f)={0,3,57 cB.

En lo sucesivo, cuando no se mencionen los conjuntos Ay B de una funcién sino
solamente la regla o correspondencia entre sus elementos, se entendera que tanto
A como B son subconjuntos de nimeros real es. En este caso se dice que el dominio
es el conjunto de nimeros reales paralos cuales tiene sentido la «regla» o «corres-
pondencia», 0 méas precisamente, losvaloresparaloscuales f (X) esunniimeroreal.

Mas adelante seilustrara la manera de proceder en estos casos.

3.2 Grafica de una funcion

En las aplicaciones es frecuente que una grafica muestre con mayor claridad que
una ecuacion o unatablalarelacion que existe entre las variables de una funcion.
Las ecuaciones y tablas que corresponden a una funcion por |o general requieren
algunos calculos e interpretaciones, antes de poder ver con claridad todo tipo de
informacién contenidaen ellas.

Cuando la regla que define una funcién f esta dada mediante una ecuacién que
relacionalasvariablesx ey, lagréfica def eslagréafica de la ecuacion, es decir, €l
conjunto de puntos (x, y) del plano cartesiano que satisfacen la ecuacién. Mas
precisamente:
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Definicién

Sea f :Ac R > Bc R unafuncién real devariablereal. Lagréficadefesel

conjunto de puntos (x, y) € R talesquelaparejaordenada(x, y) pertenecea f. Es
decir,

gréficade f = {(xy) e®*:y=f(x), xe D(f)].

Observacion

Larestriccion dadaen ladefinicion de funcidn de que no existen dos parejasdistin-
tas que tengan la primeracomponenteigual setraduceen lagraficadelafuncionde
la siguiente manera: ninguna recta vertical puede cortar su grafica en mas de un
punto (criterio de la recta vertical).

\J/A \/

F UQ

(a) (b)
Figura 3.2

Asi por ejemplo, lagréficadelafigura3.2a corresponde alagréficade unafuncién
(larectavertical sélo cortalagréficaen el punto A), mientras que lafigura3.2b no
corresponde alagraficade unafuncion. Nétese quelarectavertical cortalagréfica
en mas de un punto: A, By C.

En el capitulo 4 del texto setrazaran las gréficas de muchas funciones, definiendoy
especificando otros el ementostedricos Util es (asintotas, méximaos, minimos, conca-
vidad) que permitiran ver con mayor claridad larelacién entrelasvariablesx ey de
unafuncidny = f (x).

3.2.1 Algunas funciones especiales

A continuacién se describen algunas funciones especiales y |os nombres con que
selesconoceen el lenguaje matematico. Ademas se muestra unagraficaaproxima-
da de cadaunadeellas.

i Funcion exponencial debasea(figura3.3)
f:R->RY,

x—y=f(x)=a*, a>0,a=1.
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Vi i

y=ar

x x
Figura 3.3
ii. Funcion logaritmicadebasea (figura3.4)
fiR >R,
x> y=f(x)=log, x, a>0, a=1l.
v

Figura 3.4

iii.  Funciénlineal (figura3.5)

f: RN,

X y=f(X)=nmx+Db,

gue corresponde alalinearecta de pendiente me intercepto b con €l gjey.

—m=>0

Figura 3.5
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Funcion cuadr atica (figura3.6)

f: RN,

X y=f(x)=ax’+bx+c,

donde a, b, c e R y correspondeaunapardbolaabiertahaciaarribao haciaabgo
segUin @ signo delacongtante a.

Enlafigura3.6 aparecelagréficadelaparabolay = ax? + bx + ¢, deacuerdo
al signo de a. Igualmente, como caso particular, se hatrazado lacurvay = x?

(figura3.6¢).
Vi Vi Vi
a>0 a<o y=x2
x \ M K5
(a) (b) (c)
Figura 3.6

Ramasdecircunferencia (figura3.7)

Laecuacion enformaimplicitax? + y2 = r?, que corresponde aunacircunfe-
renciacentradaen el origeny radio r, y cuyagraficano es unafuncién
(criteriodelarectavertical), genera, sin embargo, dosfuncionesllamadas
ramas de circunferenciay cuyas definicionesy graficas se describena
continuacion:
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v v Vi

Vi
f \}’ / * re
\J{ﬁ 0) X -r r ~ ﬂk/ ¥
= ’V.w_w

= =N -2
Y

Y

(=1 0)

X+ yr=r? fr[nrl-> R fi[ >R
X y=f(X)=r’-x X y=f(X) = —/r2-x
Ramasuperior delacircunferencia Ramainferior delacircunferencia
Figura 3.7

Vi. Ramasdedipse(figura3.8)
y XY
LaecuacmnenformalmpI|C|ta¥+F=l con a, beR, ya>b, corres-
ponde aunaelipse centradaen el origen, g e mayor 2ay cuyagraficano es

unafuncion (criterio delarectavertical) y genera dos funciones llamadas
ramas de elipse, cuyas definicionesy graficas se describen a continuaciéon:

1 Vi Vi

(0, b) (0, b)

(0, -b)

;_‘.“'

X
§+—=1 f:[-aa >R f:[-aa >R

xr—>y:f(x):E\/a2—x2 xr—>y:f(x):—9\/a2—x2
a a

Ramasuperior dela€lipse Ramainferior delaelipse

Figura 3.8
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vii.  Ramasdeparabola(figura3.9)

Laecuacién enformaimplicitay? = x corresponde a una parébolaabierta
haciael gje x positivo y cuyo vértice y foco son respectivamente los
puntosV (0, 0) y F (1/2, 0). Sugréficano esunafuncion (criterio delarecta
vertical); sin embargo, generados funcionesllamadas ramas de pardbol g, cu-
yas definiciones y gréaficas se describen a continuacion:

y y yj }"n

y2=X f:R {0} >R f: R U{0} >R
xr—>y=f(x)=\/;< X+ y=f(x)=—\/§
Rama superior delaparabola Ramainferior delapardbola
Figura 3.9
viii.  Laecuacionenformaimplicitax -y =1 corresponde aunacurvallamada

hipérbola equilatera y generala funcion
f: R—{0} > R,

X y= f(x):i,
X

cuyagréficaapareceenlafigura3.10.

Figura 3.10
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iX. Funcién polinébmicadegradon

f: RN,
x—>y=f(X)=a+ax+ax +..+ax",
endonde a, a, a,,...,a, SON nUmeros reales.

Casosparticulares

1 Lafuncion definidapor y = f (x) = a, (a, una constante) se llamafuncion
constante y su gréfica corresponde a unarecta paralelaal gjex, a unidades
por encimao por debajo del ejex (figura3.11) segin el signo dea,,.

y 4

y=ay

ay = 0 a < 0
0

dy 1y

X }s =day

Figura 3.11
2 Lafuncion definidapory = f (x) = a, + ax sellamafuncion lineal (ver iii).

3 Lafunciondefinidapory = f (X) = x sellamafunciénidentidad y su gréfica
corresponde a una recta que pasa por €l origen formando un angulo de 45°
con el semigje positivox (figura3.12).

Vi Vi
}J =X ): = =X
LS
4se as» .
X X
Figura 3.12
4, Lafuncion definidapor y = f (x) = a,+ a,x + a,x* se llama funcién

cuadratica (ver iv).

5 Lafunciondefinidapor y=f(x) = a,+ a x+ ax*+ a,x* sellamafuncion
cubica. Entre estas cubicas se destaca una por €l uso que se hace de ellaen
lasaplicaciones. Setratade lafunciény = f (x) = x3, Ilamada parabola
clbica, cuyagréaficaapareceen lafigura3.13.
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Figura 3.13

Funcién mayor enteromenor oigual ax

f:R>Z.

x> y=f(x)=[x]=n,

en donde n es un nimero entero tal que n< x < n+1.

Laexpresion [ x] selee: «mayor entero que no superaax.

Asi, para x=0.85, [x]=[0.85] = 0.

También, [1.35] =1, [-2.4] =-3.

Lagréficadelafuncion semuestraenlafigura3.14y esta constituidapor una
serie de segmentos unitarios, faltdndole a cada uno su extremo derecho.

VA
1+ *——0
2‘- 0
1+ *——0
-4 =3 2 - 12 3 4 X
t—])
—o 21
_3.-
Figura 3.14
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Xi. Funcion definidaatramos

fiACR-oNR,

f,(x) s xeD,
f,(x) s xeD,

X y=f(X)=<"

f.(X) s xeD,
endonde D,uD, UD,u...uD, = A (dominio def).

Casosparticulares
1. Funcién valor absoluto

f:R—>R" U0},
X s x>0
Xy =|x :{ .
-x sl x<0
Lagréficadelafuncion valor absoluto estaformada por lasrectas perpendi-
culares y=xey= —x(figura3.15).

Vi

y=-x y=x
X
Figura 3.15
2 Funcion signo
f:ER—>{—l 0,1}

-1 si x<0

X>y=f(X)=< 0§ x=0

1 s x>0

Sugréficasemuestraen lafigura3.16 y estaconstituidapor el origendeco-
ordenadasy dos semirrectas alas cualeslesfaltael puntoinicial.
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}:J

Figura 3.16

Note que el dominio esel conjunto R, mientrasqueel rango es el conjunto
{-1,0,1.

Funcidn escalén unitarioofuncion deHeaviside
Unafuncién atramos, muy importante en las aplicaciones practicasalas
ecuaciones diferenciaes (asi por gjemplo, unimpulso unitario en un sistema

de control mecanico), se conoce como la funcién escaldn unitario o
funcion Heaviside y esta definida asi:

0 s t<a
H(t-a)= .
1 st>a

donde a es una constante fija.

Lagréficadelafuncion H(t —a) apareceenlafigura3.17a.

H H

1 —_ II—

a ! 7

(a) (b)

Figura 3.17

En particular, cuandoa= 0,

0 sit<O
H(t) = .
1 sit>0

y su gréficaapareceen lafigura3.17b.
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xii.  Funciénracional

fiR >R,

()
Q¥

X y=f(X)=

endonde P, (x) y Q,(X) son polinomios de grados n'y m, respectivamente.
Noétese que el dominio de unafuncién racional f viene dado por
D(f)={xeR:Q,(x) =0} =R—-{xeR:Q,(X)=0}.

Esdecir, el dominiof lo constituye el conjunto delosniimerosreal es, excepto
los valores que anulan el denominador.

3.3 Funciones algebraicas y trascendentes

Una funcién algebraica explicita es aquella cuya variable y se obtiene combinan-
do un nimero finito de veces lavariable x y constantes real es por medio de opera-
ciones algebraicas de suma, resta, multiplicacion, division, elevacion apotenciasy
extraccion deraices.

Un g emplo de una funcién algebraica explicita es aguella parala cua lareglade
correspondencia viene dada por

_ (Wx+5)°

S (xXR+3)”

Se llama funcién trascendente aquella cuya variable y contiene expresiones
trigonomeétricas, exponenciales o logaritmicas. Ejemplos de funciones trascenden-
tes son las siguientes:

y=€‘+senx
y=3.
y=log, Xx+5.
3.4 Funciones pares e impares
Definiciones
i. Unafuncion f espar si losnimerosxy —x estan en su dominio y ademés
f(=x) =f(x).

ii. Unafuncion f esimpar si losnimerosxy —x estan en su dominioy ademas

f(=X) = —-f(x).
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Observaciones

Es evidente desde € punto de vista geométrico que la gréficade unafuncién
par essimétrica conrespecto d gey (figura3.18).

J,‘l

}.‘

NS

Figura 3.18

=y

( |

También es evidente que toda funcion racional que sdlo contiene potencias
pares (X°, X2, x4, ...) delavariable x, espar.
2

) » -
Asi, lafuncion Y= f(X) =— espar.

_x-1
Xt +2%% +1

Igualmente, lagréficade unafunciénimpar es smétrica con respecto a origen
(figura3.19).

=Y
P

Figura 3.19

3.5 Funciones periddicas
Definicién

Unafuncién esperiddica con periodoP » 0s sudominio contienea nimero (x + P)
siempre que contengaax, y s ademas

f(x+ P) = f (X) paratodo xe D(f).

El minimo nimero positivo P con esta propiedad se denominaperiodo primitivo def.

Ladefinicion anterior significa, geométricamente, que paracualquier a< D(f) la

gréficaentreay (a+ P) esexactamenteigua alagréficaentre(a+ P)y (a+ 2P),y
asl sucesivamente (figura3.20).
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Figura 3.20

Son ejemplos de funciones periédicas.
Las funciones trigonométricas: seno, coseno, secante y cosecante, que

1
tienen periodo P = 27, mientras que las funciones tangente y cotangente

tienen periodo P = 7.

En efecto,
Si f(X) = senx, entonces f(x+ 27) = sen (x + 2x) = senx = f(X).

S g(x) = cosx, entonces g(x + 27m) = cos (X + 27) = cosX = g(X).
S h(x) = tanx, entonces h(x + 7) = tan (X + ) = tan X = h(x).

Enlafigura3.21 aparecen lasgréficasdelasfuncionestrigonométricasen las
cuales seindicael periodo correspondiente.

vi

Figura 3.21

Lafuncion constante (seccidn 3.1.1) f(X) = k esunafuncion periddica, puesto que

2
paracudquier nimeroP, f (x + P) = k= f (X).
Noétese, sin embargo, que esta funcion carece de periodo primitivo.
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3.6 Desplazamientos, compresiones y alargamientos

A partir de lagréficade unafuncion, las técnicas de graficacién, por medio delos
desplazamientos (horizontalesy vertical es), compresionesy alargamientos, permi-
ten obtener las gréficas de muchas otras funciones. En esta seccién definiremos
cadaunadeé€llasy lasilustraremos con algunos g emplos.

Definicién

Considerelagréficade unafunciony = f(X). Entonces, lagraficadelanuevafuncion
y = f(X) + ceslagréficadef con un desplazamiento vertical haciaarriba (si ¢ >0)
o haciaabajo (si c<0).

Ejemplo3.1

Uselagréficadelafunciony = f (X) = x? para obtener la gréfica de las funciones
h(X)=x2+2y t(x)=x*-3.

Solucién

Lagréficadelafuncion y= f(x) = x* corresponde a una parabola abierta hacia
arribay cuyo vértice es el origen de coordenadas (figura 3.22).

Figura 3.22

Ahora,
h(x) = x* +2= f(x)+2.

Esdecir, lagréficade h(x) eslagréficade f (X) con un desplazamiento vertical de 2
unidadeshaciaarriba(figura3.23a).
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1
2
1
b2+
=

Figura 3.23

Noétese que, en particular, las ordenadas de los puntos (-1, 1), (0, 0)y (2, 4) dela
figura 3.22 sufren un desplazamiento vertical de 2 unidadeshaciaarriba.

Igualmente, t(x) = x* —3= f(x) -3, loqueindicaquelagréficadet(x) eslagréfica
def (X) con un desplazamiento vertical de 3 unidades haciaabajo (figura3.23b).

Note el desplazamiento que sufren las ordenadas de los puntos (-1, 1), (0, 0) y
(2, 4) delafigura3.22.

Definicion

Considere la gréfica de una funcién y = f (x). Entonces, la gréfica de la nueva

funcién g(x) = f (x+c) eslagréficadef con un desplazamiento horizontal hacia
laderecha(si c < 0) o hacialaizquierda(si c> 0).

Ejemplo3.2

Uselagréficadelafuncion y = f (x) = +/x paraobtener lagréficadelasfunciones

g(X)=+x+2 Y h(X) =+x-3.
Solucion

La gréfica de lafuncién y = f(x) =+/x corresponde a la rama superior de una
parabolaabiertahacialaderecha(figura3.24).
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Figura 3.24

Como g(X) =vVx+2 = f(x+2), entonceslagréficadeg(x) eslagréficadef (x) con
un desplazamiento hacialaizquierdade 2 unidades (figura 3.25a).

y J
L4
[ (2,2 P (7,2)
/— [ = /

(-1, 1) g B ) (4,1

(-2,0) (3,0)
ST B T SR TP T
(a) (b)
Figura 3.25

Nétese que en este caso, en particular, las abscisas de los puntos (0, 0), (1, 1) y
(4, 2), delafigura3.24, sufren un desplazamiento horizontal de 2 unidadeshaciala
izquierda.

También, h(x) =+/x—-3= f (x—23).

Laigualdad anterior indicaquelagréficadeh(x) eslagréficadef(x) con un despla-
zamiento horizontal de 3 unidades hacialaderecha (figura3.25h).

Nétese también que en este caso las abscisas de los puntos (0, 0), (1, 1) y (4, 2), de
lafigura3.24, sufren un desplazamiento horizontal de 3 unidades hacialaderecha.

Ejemplo3.3
Tracelagréaficadelafuncion g(x) = |x+:lj -3.

Solucién

Obsérvese en primer lugar que la base fundamental para la grafica de la funcién

pedidaes f(X)=|X, cuyagréficaaparece enlafigura3.26.
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Figura 3.26

Ahora, lagréficade y =|x+1| eslagréficade f(x)=|X con un desplazamiento
horizontal hacialaizquierdade 1 unidad (figura3.27a).

(a) (b)
Figura 3.27

Finalmente, para obtener la gréficade g(x) = |x +]l —3 recorremos la grafica de
y=|x+1, 3unidadeshaciaabajo enformavertical (figura3.27b).
Definicion

Considere la gréfica de una funcion y = f(x) y sea k una constante positiva.

Entonces, lagréficadelanuevafuncién y = kf (x) esuna compresion (si 0 <k <1)
oun alargamiento vertical (si k > 1) delagréficadey =f (x).
Ejemplo34

En lafigura3.28 aparece lagréficade unafuncion y =f (x) definidaen el intervalo
[_4l 4)
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+_7 —
(-4, -2) “(2,-2)

Figura 3.28

1
A partir delagréficadey=f (), obtengalasgréficasde y = 5 f(x) y de y=3f(x).
Solucién
1
Deacuerdo aladefinicion anterior, lagraficadelafuncion y = 5 f(X) corresponde
aunareduccion o compresion vertical delagraficadey = f (x).
Nétese que, en particular, las ordenadas de los puntos (—4,—-2), (-2,2) y (2, —2)

1
delagréaficadef sereducen alamitad enlagréficade y=§ f(X) (figura3.29a).

]
(]

5 o |12 & ¥ o |12 & =

4o [tens |
( * 1-2 ( * )
F—4

—n +-6 —0

(-4, -06) (2, -6)
(a) (b)

Figura 3.29

Igualmente, lagraficadelafuncion y = 3f (X) corresponde, deacuerdo aladefini-

cion anterior, aun alargamiento vertical delagraficade y = f (X).

Elementos basicos de clculo diferencial
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Noétese que, en particular, las ordenadas de los puntos (-4,-2), (-2,2) y (2, - 2)
enlagréficadef setriplican enlagraficadey = 3f (x) (figura3.29b).

Observaciones:

L as reglas mencionadas anteriormente para desplazar, agrandar o reducir la
graficade unafuncién se pueden aplicar a cualquier funcién; sin embargo,

guedan elementos basicos de la graficacion que no han sido considerados
(asintotas, maximosy minimos, concavidad, etc.) y que sdlo lasherramientas
del célculo noslas proporcionan y seran desarrolladas en el capitulo 4.

A manera de resumen, el siguiente diagramale ayudara arecordarlos
parédmetros de control con respecto alagréficadadade unafunciony = f (x).

Compresion o alargamiento vertical — — Desplazamiento vertical

y= clg,i‘(?(,\‘ + (I’)) + clf

Compresion o alargamiento horizontal ! l Desplazamiento horizontal
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3.7 Operaciones con funciones

Definicion

Sean f, g dos funciones reales de variable real. Entonces se pueden definir las
siguientes operaciones.

Suma (f+9)(X) = f(X)+g(x).
Diferencia (f—9)(X) = f(X)— g(x).
Producto (f - 9)(x) = f(X) - g(x).
. =1
Cociente {gj(x) 90"

Nota: en cada uno delos casos anteriores, el dominio delafuncién resultante esla
interseccion de los dominios de f y g. En el caso particular del cociente se deben
excluir delainterseccion los valores de x que anulen el denominador g.

V.

Composicion de funciones

Bajo ciertas condiciones es posible definir a partir de dos funcionesfy g
una nueva funcién llamada la «compuestadef y g».

Sean f :A— By g:B— C dos funciones donde coincide el dominio
delasegunda con el codominiodelaprimera. Aungque solo essuficienteque

Unicamente seaunapartede él, esdecir, B B (figura3.30).
El propdsito es asignar a cada elemento de A un Unico elementode C, y €l

camino natural consiste endeterminar laimagen de cualquier X ¢ A mediante
f, y luego obtener laimagen def (X) ¢ B medianteg.
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Figura 3.30
Definicion

Sean f : A—» B y g:B — C dosfunciones. Lacomposicion delas funcionesfy
g, denotada por (g - f), eslafuncion:

gef:A>C,
x> (ge F)(x) = g(f ().

Asi por ggemplo, si fy g son las funciones definidas por

f9=2"2y g9V

entonces,
(9o £)(%) = 9(f (¥) =yT(9 =,/%3,
(fo0)() - f(g(x))=%‘3=&7‘3.

Del jemplo anterior se deduce facilmente que en general

(g° £)() = (f 2 9)(x).

Se debetener también cuidado conlosdominiosdeg - f yde f o g. El dominiode
g - feslapartedel dominio def, paralos cuales g aceptaaf (X) como preimagen.

Estoes, D (f)= .
Ahora, como g sblo acepta reales positivos de f (X), esto es, valores de x paralos
cuales f(x)= 0@%32 0< x=3, se concluye entonces que D(g o f) =
[3,+ ).
Nétese que (g o f) (1) = g (f (1)) = g (—2) no estadefinido.
Iguamente, (g - f) (2) = g (f (2)) = g(—1/ 2) no estadefinido.
También, el dominiof - g eslapartedel dominio degparaloscualesf aceptaag (x)

Como preimagen.
Elementos basicos de clculo diferencial
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Esdecir, D(g) =[0, +x).

Ahora, como f acepta cualquier valor real de g(X), entonces f aceptaen particular los
valoresdegend intervalo D(g) = [0, + ). Deestaforma,

D (f o g) = [0, + o0).

En el célculo se necesitaamenudo escribir unafuncion dada como lacomposicion
de dos funciones. Esto puede hacerse de varias maneras.

Asi por giemplo, lafuncion p(x) = \3x? +5x + 2 puedeescribirseenlasformas:

P(X) = (g o f) (X), siendo f(x) =3x%+5x+2 Y g(X) =X,
P(X) = (g o f) (x), siendo f(X) =3x*+5x Y g(X) =+ X+2.

En efecto, (go f)(x) = g(f(X)) = g(3x* +5x+2) =+/3x* +5x+2 en €l primer

caso, Y (g f)(x) = g(f (X)) = g(3x* +5x) = /3x* +5x+2 en e segundo.

3.8 (lasificacion de las funciones

3.8.1 Funciones mondtonas
Definiciones
Seaf (X) unafuncién definidaen[a, b].
i. fescrecienteen[a, b] si y solo si se cumple que
X <% = f(x)< f(x,) paatodo x,x, €[a,b].
ii. f esdecreciente en [a, b] si y sdlo si se cumple que
X <% = f(x)> f(x,) paratodo x,x, €[a,b].
iii. fesmondtonaen [a, b] si y solo s f escreciente o decrecienteen [a, b.

Lasgréaficassiguientes (figura3.31) ilustran | as definiciones anteriores.
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T v
S
d

X x» b

Funcion creciente

3.8.2 Funciones inyectivas

Definicion

i
X Xa b X
Funci6n decreciente

Figura 3.31

Unafuncion f es inyectiva (uno a uno) si se cumple que

f(x)=f(x)= x =X, paratodo x,,x, € D(f),

0 equival entemente,

X # X, = f(x)= f(x,) paatodo x,,x, € D(f).

a

En otras palabras, unafuncion f es 1-1 si paracadax en el dominio f existe exacta-
mente unay en el rango, y ningunay en el rango es imagen de mas de unaxen el

dominio.

Existe también un criterio sencillo para determinar si la gréfica de una ecuacion
corresponde a una funcion 1-1. Este criterio se conoce como criterio de la recta

horizontal.

Criteriodelarectahorizontal

Si todarecta horizontal cortaalagréficade unafuncion f en unoy sélo un punto,

entoncesf es 1-1.

Asi por giemplo, enlafigura3.32aaparecelagréficadelafunciény = f(x) = x>+ 1,la
cual, deacuerdo d criterio delarectahorizontal, no corresponde aunafuncion 1-1.

Notese quelarectay = 2 cortalagraficaen masdeun punto: P, (-1,2)y P,(1, 2).

Elementos basicos de clculo diferencial
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VA
VA
y=2 /J;:x3 -1
Pi(—1,2) P5(1,2) /
™ L/ X

(a) (b)
Figura 3.32

Igualmente, enlafigura3.32b aparecelagréficadelafuncion y= x*—1, lacud, de
acuerdo al criterio delarectahorizontal, corresponde aunafuncion 1-1.

Notese que toda recta horizontal cortaalagréficaen unoy sélo un punto.

Si seanalizaun poco méslagraficadelafuncién enlafigura3.32b, se notaademas
que f es una funcion creciente en su dominio, y como toda funcién creciente (o
decreciente) siempre tendra valores diferentes de y para valores distintos de x, se
sigue entonces que toda funcion creciente (o decreciente) en su dominio es 1-1.

3.9 Funciones inversas

Para hacer claridad sobre el concepto de funcion inversa, que se presenta en esta
seccién, setomanuevamente lafuncién f delafigura3.32b que estadefinidapor la
ecuacion

y=f(x)=x-1, @)
y cuyo dominioy rango es el conjunto R delosnimerosreales. Al despegjar xenla

ecuacion (1) se obtiene

X=3y+1 )

Por la forma que presenta esta ecuacion, se sabe que dado cualquier valor dey,
tomado del rango de f (esto es, defR), existe uno 'y sélo un valor de x situado en €l

dominio def. En consecuencia, laecuacion (2) nos define otrafuncién cuyo dominio
esel rango de fy cuyo rango es el dominio def.

Asi por gemplo, laecuacion (1) asignaal valor x= 2 un Unicovalor dey, en este caso
y=28-1=17.

L a segunda ecuacién efectliala operacion inversa, es decir, al valor y = 7 leasigna
elvalorde x=37+1=2.
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Si se quiere ahora representar, como es usual, con x alavariable independiente y
cony aladependiente, seintercambiax cony en laecuacion (2) y asi se obtiene

y=3x+1 ©)

Lafuncion definida por (2) o (3) y que se representa en forma general por f *se
conoce como la inversa de la funcién f definida por (1). Igualmente, la funcion
definidapor (1) eslainversadelafuncion f ~ definidapor (2).

Esdecir,
y=f(X)=xX-1ley=f(X)=Ix+1

Lasgréficasdef (X) y def-1(x) representadas en el mismo plano cartesiano aparecen
enlafigura3.33.

L S X
‘ y= -1

Figura 3.33
Considereahoralafunciény = f(x) = x>+ 1 cuyagréficasemuestraenlafigura3.32a.

El dominio def lo constituye el conjunto R de los nimerosrealesy €l rango esel
intervalo[1, «).

Al despejar X, se obtiene x=+,/y—1

Esta Ultima ecuacioén dice que para cada valor que sele asigne alavariabley, le
corresponden dos valores alavariable X, y en consecuencia esta Ultima ecuacion
no define unafuncién. En este caso sedice quelafunciény = f (x) = X2+ 1 notiene
inversao que f 1 no existe.

Delos dos ejempl os anteriores se deduce facilmente que unafuncién f tieneinversa
s fesl-1.

Definicion
Sea f : A— B unafuncion 1-1.
Xt f(X).

Elementos basicos de clculo diferencial
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Lainversadef, denotada f*, eslafuncién
f* B> A
X f7(X),
tal que
f1(f(X)) = x paracadax ¢ A (dominiodef).
f(f*1(X)) = x paracadax ¢ B (dominiodef?).

NoétesequeD (f)=r(f™) A r(f)=D(f2).

Sedebetener cidadocond (—1) usadoenf. Bl (~1) noesunexponente, sSnosmplemen-
te un simbolo para denotar lainversa.

Como g emploilustrativo considere nuevamente lafuncion definidapor laecuacion
y=f(X)=x3-1. Setiene:

f: RN f R >R
X f(X)=x-1 = (x> fH{(x)=¥x+1
f es1-1

en dondefy f ! son inversas una de la otra. Ademas,
FHIX)) === -D+1=x xeD(f)= R,
f(F' X)) = f@/x+1) =(F/x+1)°-1=x, xeD(f ) =R

Como se mencioné antes, lafuncion f : R — [1,+0),
x> F(X) =X +1,
no tieneinversa (puesfno es 1-1).

Sin embargo, dicha funcién genera dos funciones:

f 2 (~o0,0] =[1,+0) g:[0,+0) —[1,+0)
x> f(X)=x*+1 y X g(xX) = x* +1,

gue son 1-1 en sus respectivos dominios (figura 3.34) y en consecuencia tienen
inversa
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y y
X X
Figura 3.34
Paralafuncion f setiene;
f 1 (—o0,0] = [1,+0) = f 1 :[1,+0) = (~o0,0]
x> f(X)=x*+1, x> FH(X) =—x-1

Lasgréficasdefy f - en el mismo sistemade coordenadas aparecen enlafigura3.35.

y
f-—l
Figura 3.35
Igualmente, paralafuncién g setiene:
g:[0,+0) —[1,+0) = g™ :[1,+0) —>[0,+x)
X g(x) = x> +1, X g(X) =vx-1

Lasgréficasde gy g* en el mismo sistema de coordenadas aparecen en la figura
3.36.

Elementos basicos de clculo diferencial
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Figura 3.36
Ademas,
fHE)) =T (¢+) =-J(X*+D-1
-
=]’ (propiedad VAB)
=¥
=X (definicionde [X)
Esdecir,

f(f(x)) = x paracada x e (—o0,0] = D(f).
|gualmente,

f(f (X)) = f(—x=1) =(—x-1)?+1=(x-D+1=x
Esdecir, f(f*(x)) = x paracada x e[1,+x) = D(f™).

Se deja para € lector el hacer las mismas consideraciones paralafuncion gy su
inversag.

Observacion

Noteseen lasfiguras 3.35y 3.36 quelasgréficasdefy f(gyg™) sonsimétricas
con respecto alarectay = x.

El teorema que se presenta a continuacioén, sin demostracion, establece condicio-
nes suficientes paralaexistenciade lafuncién inversa.
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Teoremal: Existenciadelafunciéninversa

i. Seaf unafuncién definida, continuay crecienteen €l intervalo | y derango
un subconjunto A de R. Entonces f ' existe, escontinuay creciente en A.

i Seaf unafuncion definida, continuay decrecienteen el intervalo | y de

rango un subconjunto A de R, Entonces f  existe, es continuay decre-
cienteen A.

3.10 Modelos matematicos: construccion de funciones

Ejemplo1

A untanque quetienelaformadeun cono circular rectoinvertido de4 mderadioy
16 m dedturaentraaguaaunarazon determinada. Expreseel volumen de agua en

un instante dado:

a En funcién de laalturah.
b. En funcién del radio delabase x.

Solucién

En lafigura 3.37 aparece el tanque con las dimensiones dadas y una porcién del
volumen en el instante determinado.

4m

h

=

‘ I6m 16m
/

Figura 3.37

El volumen del aguaen el instante determinado viene dado por:
1
V ==7xr%-h,
3" ®

1
(Vc =3 (ar eabase)-(altura)), V.: volumen del cono.

Como lostriangulos ODE y OBC son semejantes, setiene que:

Elementos basicos de clculo diferencial
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16 h
—=—<4x=h.
4 X @

a Si sequiere expresar el volumen en funcion delaalturah, se debe despejar x

en (2) y sustituirloen (1). Asi,

>
1l
=y

Por tanto,

b. Paraexpresar el volumen en funcién del radio x, se sustituye (2) en (1). Asi,

\% ZEEX2(4X) =£7ZX3.
3 3

Ejemplo2

Un alambre de 100 cm delongitud se cortaaunadistanciax de uno de susextremos
en dos partes, formando con una de ellas un circulo y con la otra un cuadrado
(figura3.38).

a Exprese el perimetro de cadafiguraen funcién dex.
b. Exprese el dreatotal delasfigurasen funcion de x. ¢Cuales son sus respec-
tivos dominios?

Solucion
100 cm |
| x | 100 - x
V=X

2n )
L= 100 - x

4

Longitud de la circunferencia = x Perimetro del cuadrado = 100 - x
Figura 3.38
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a Longitud delacircunferencia = 27r = x = r = 1 X. @)
2r
Perimetro del cuadrado =4L =100—x= L = % (100—-x). @

R(x)=x (perimetro de lacircunferencia)
Ahora: P,(x) =100—x  (perimetro del cuadrado)

D(R,(x)) = D(R,(x)) =[0,100] (dominio deP,(x)).

2
b.  Areade circulo =7zr* = A(X) = ;;(i XJ 1l
2r 4

2
Areadel cuadrado = 12 = A, (x) = E(lOO— x)} :1—16(100— X)?.
Asi que:

AX) = A+ A (X)

1 2 1 2
=—X“+-—(100-x)*, donde 0< x<100.
. 16( ) 0<x<100

Ejemplo3

Se dispone de una cartulina cuadrada de lado a 'y se quiere hacer unacajasin tapa
recortando cuadrados iguales en las esquinas y doblando sus lados (figura 3.39).
Exprese el volumen delacajaen funcién del lado del cuadrado recortado.

-
.

X X a-2x
Figura 3.39
Solucién
Seax el lado del cuadrado recortado en cada una de las esquinas.
Volumendelacaja=éreadelabase x altura

V(X) =(a—2x)? - X

Q

=4 —4ax’ + a?x, donde 0<x<—.

N
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Ejemplo4

Un abrevadero que estalleno de aguatiene 2 m de largo y sus extremos tienen la
formadetriangul os equil &terosinvertidos de 60 cm delado (figura3.40). ¢Cud esel
volumen de agua en el abrevadero?

Figura 3.40

Si a abrevadero sele abre un orificio en el fondo y el agua se escapa a unarazén
dada, exprese el volumen en un instante dado posterior en funcién:

a Delabase del triangulo.
b. Delaalturadel triangulo.

Solucion
Volumen = (areadelabase) - (altura)

:{ACéBDJ.ZOOI

Pero BD =303 y AC =60. Luego,

_ 60-1;0\/2_3.200

=180.000-/3 cm®.

\Y

En el instante posterior al que se mide el volumen, las caras|lateral es son triangul os
cuyabase es x y cuya alturaes h. Asi que:

V:%h~200:100X~h. 1)

Ahora, como los triangulos ABC y MBN son segmentos, se tiene que:

60 303 2 43
X h X h

a Paraexpresar €l volumen enfuncion delabasexde triangulo, se despejah en
(2) y sesustituye en (1). Asi,
h= @ X
2
Luego,
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3

V =100x-— X
2
=504/3x%, con 0< x < 60.

V(0)=0 (el tanque esta vacio)
V/(60) = 50./3- 60% =180.000¢3cm®. (el tanque estalleno)

b. Igualmente, si sequiereexpresar €l volumen en funcién delaalturah, de(2)

setiene que:

2

\/:—3 )

y sustituyendo en (1) se obtiene:

V= 100(2*"} ho 20003

J3 3

Esto es,

V(h) = 2 '3h2 con 0<h<30V3.
Note que:

V(0)=0 (el tanque esta vacio)

V(304/3) = 200[ 20073, 30,/3) =180.000v/3 o, (el tanque estalleno).

Ejemplo5

Los puntos Ay B estan situados uno frente al otro y en lados opuestos de un rio
recto de 300 m de ancho. Los puntos Q y D estan respectivamente y en lamisma
orilladeBaxmy a600m (figura3.41).

Una compafiia de tel éfonos desea tender un cable desde A hasta D pasando por Q.

5
Si €l costo por metro de cablesesde 2 K pesosbajo el aguay de k pesos por tierra,

exprese el costo total como unafuncion x. ¢Cuél esel dominio delafuncién costo?

300 m:

600 — x ———

Bf—x——=0 D
f——- 600 m———]

Figura 3.41
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Solucién

Lafuncién costo total viene dada por:

c:§k~d(AQ)+k~d(Q, D),

donded(A, Q) esladistanciadeAaQ, y d(Q, D) esladistanciade Q aD.

5
C(x) :Zk\/xz +300° +k(600-X), con 0< x < 600.

El dominio delafuncion costo total esel intervalo [0, 600].

Note que:

C(0) = %«/3002 +600K = 975k.

Esto significaquesi x =0, el punto Q coincide con B, y en este caso el cable
se debe tender desde A hasta B por agua y desde B hasta D por tierra,
implicando un gasto total de 975k pesos.

C(600) = g k+/6007 +300° = 375./5k ~ 838.5k.

Esto significaque si x = 600, el punto Q coincide con D, y en este caso €l
cable se debe tender directamente desde A hasta D por agua, demandando
un gasto total de aproximadamente 838.5k pesos.

C(400) = g k/400? + 3007 + 200k = 825k.

Esto significa que si el punto Q estaa400 m de By setiendeel cable por
aguadesde A hasta Q y por tierra desde Q hasta D, demandaria un gasto
menor para la compafiia que los dos casos anteriores.

M as adel ante se demostrara, usando derivacion, que cualquier valor dex,
X # 400, demandaraun gasto mayor paralacompafia.

Ejemplo6

Se dispone de 1.000 délares para construir un tanque cilindrico de alturay pies,
rematado en sus extremos por dos semiesferasderadio x pies (figura3.42). El costo
dematerial delaparteesféricaesde4 délarespor pie?y el delapartecilindricaesde
2 dolares por pie?.

Exprese el volumen del tanque en funcion del radio x.
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Solucién

En lafigura3.42 aparece el tanque que se desea construir.

X f :' X

| y |

Figura 3.42a

Laparte cilindricaes equivalente a rectangulo de longitud y y ancho 2zx.

.: - 2nx

Figura 3.42b
Luego, €l areadelapartecilindricaes 2z xyy sucostoC, vienedado por C, = 4z xy.

Como losextremos son dos semiesferas, su areaesequivaenteal areadeunaesfera
deradio x, esto es, 47X?, y su costo C, viene dado por C, =167zx°. Asi que:

C,+C,=1.000,

47Xy +167x* =1.000 & Xy + 47X = 250. ()
Ahora,

Vp =V +Ve. (volumentotal),

dondeV_ esel volumen del cilindroy V_ esel volumen delaesfera.

Pero,

V. = zx%y.
Ve :ilﬁXB.
3

Deestaforma
2 4 3
V, =zX y+§7rx. %)
Como se debe expresar el volumen total en funcién de x Unicamente, se despejala

variabley en (1) y se sustituye en (2).
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Asi, de (1) setiene que:

250 — 4z x?
y=——7-——

TX

y sustituyendo este valor dey en (1) se puede escribir:

2
V(X)ZEXZ(MJ 4 3

+—7 X,
TX 3

y simplificando se obtienefinamente:
8 3
V(X) = 250x—§7zx .

¢Esposible expresar el volumen del tanque en funcién dey? j Trate de hacerlo!

Ejemplo7

Unapiscinarectangular de 20 m delargo por 10 m de ancho tiene 4 m de profundidad
en un extremoy 1 men el otro. Lafigura 3.43 ilustra una vista transversal de la
piscina. El aguaparallenar la piscinaesbombeada por € extremo profundo.

a Determine unafuncion que exprese el volumen V de agua en la piscina
como funcion de su profundidad x en el extremo profundo.

b. CalculeV(1) y V(2.

\ 20 m \U m
N\_—_—:: T | ] m

Figura 3.43

Solucién

a Seal lalongitud delamedidadel nivel del aguadesde el extremo profundo
hasta el menos profundo.

Note que L y x son loslados de un triangul o rectangulo semejante al triangu
lo cuyosladosson 20y 3 m.



Médulo 3: Funcionesy sus gréficas
De estaforma, se puede establecer la siguiente proporcion:

L=§<:> L=§x, con 0< x<3.
x 3 3
Ahora, el volumen V en un instante determinado viene dado por:

V = (dreadela seccién transversal) - (ancho)

— XX
_LX 0.8 " 4o 100,
2 2 3

V(1) = 1%012 - 1%0 ~333m°

V(2) :%022 :4_(3’0 ~1333m°
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Ejercicios del capitulo 0 (mddulos 1 al 3)

Ejercicios resueltos sobre intervalos, desigualdades y valor absoluto

1 Considere los siguientes interval os:
A=[-33;B=(-33; C=[-14]; D=(-45].

Dibuje sobre larectareal y escriba con notacion deintervalo el resultado de las siguientes operaciones:

a Ay D.

b. A~ C.

C. B-C.

d. A~ (BuC).

e B* (el complemento de B).

f. Cc* (el complementodeC).
Solucién

En primer lugar, se dibuja cada uno de losinterval os dados en larectareal, paraluego efectuar de unamaneramas
sencillalas operaciones propuestas (figura 1).

A { $
-3 3
B. § 3
-3 3
C. t ¥
-1 4
D. —¢ 3
-4 5
Figura 1
Asi que:
a AuD=D= (475 = {xeR:-4<x<5}.
b. Como lainterseccion de dos conjuntos corresponde a conjunto de elementos comunes, se deduce de las
gréficasque:
A~ C=[-13 ={xeR:-1<x<3}.
C. LadiferenciaentrelosconjuntosBy C se define como € conjunto formado por los elementos que estan en

B, peroque no estan en C, esto es, € intervalo (-3,-1).
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(apitulo 0: Precalculo

Asi que:
B-C=(-3-1) = {xeR:-3<x<-1}.
|gualmente,

C-B=[3, 4] = {xeR:3<x<4}.

d. Enprimer lugar,BuC=(-3,4] = {XESR:—3< X< 4}, como seveenlafigura2.
BUC 4 }
-3 4
A > $
-3 3
Figura 2

Delagréficaanterior se deduce que:

An(BUC)= (-3 3 = {xeR:-3<x<3}.

e En este caso, €l conjunto universal o referencial es . Asi que:
B* =R —B=(-0,-3U[3+®) = {xeR:x<-3v x>3}.

f. |gualmente,
C*=R-C=(-0,~)U(4+x) ={xeR:x<-1vx>4}.

2 Resuelvaladesigualdad 3x—1< x+5.
Solucion
3X-1<x+5 < 3x—x<5+1

< 2X<6
< X<3.

En consecuencia, la solucion o el conjunto solucion Sviene dado por:

S={xeR:x<3}=(—0,3].

X >
X +3" x*+3

3 Resuelvala desigualdad
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Ejercicios de los mddulos 1al 3

Solucién

X >
x*+3 x*+3

< X > 2 (¢por qué?).

En consecuencia, lasolucién es el intervalo abierto (2,+).

X

2
i _—.
Resuelva la desigualdad 1 %1

Solucién

Debe notarse en primer lugar que la desigual dad -1 2 no esequivalentea x> 2, puesto que (x—1) no

1 x-1
siempre es positivo. Sin embargo,

x>2 X—2

> = >0.
x-1 x-1 x-1

Esta Ultima desigualdad se satisface si y sdlo si x =2 o lasdos cantidades (x—2) y (x—1) tienen €l mismo signo
(ambas positivas 0 ambas negativas) (¢por qué?).

Pero

(x=2) y (x—1) sonpositivossi y sdlosi x> 2.
También

(x—=2) y (x—1) sonnegativossi y sblos x<1.

En consecuencia, la solucién de la desigualdad la constituye la union de los interval os
[2,+0) Y (-0,1).

Esto es,
S=(-w,1) U[2,+x).

X—2 X+2

Resuelva la desigualdad E<m'

Solucién

En primer lugar, la«inexperiencia» |o puede llevar aefectuar €l producto de extremosy medios, conservando el
sentido de ladesigualdad y escribir que

X22 X422 (x+1) < (x+ 2)(x=1) < x> 0 es la solucién.
x-1 x+1

Elementos basicos de clculo diferencial
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(apitulo 0: Precalculo

Sin embargo, existen valoresdex, x >0, queno son solucién (por gemplo x =1/2) y existen valoresdex, x <0, que

si son solucién (por gjemplo x = —1/2). En consecuencia, x > 0 no corresponde al conjunto solucién.

Paraevitar situaciones como laanterior, procedemos delasiguiente forma:

X—2 X+2 X—2 X+2
< = -

<0
Xx-1 x+1 Xx-1 x+1

- (X=2)(X+1) — (X—D(x+2)

<0
(Xx=D(x+1)

—2X
o&—— <0,
(Xx=D(x+1)

La ultima desigualdad puede resol verse anal iticamente distinguiendo varios casos segun el signo del numerador y
el denominador delafraccién.

El método que se propone a continuacion es mucho mas &gil y puede desarrollarse siguiendo estos pasos:

1 Seanaliza€l signo de cada uno delosfactores que contiene el numerador y el denominador de lafraccion,
tomando como punto dereferencia losval ores que anulan cadafactor. Paraello se eligen puntos de prueba
anterioresy posterioresal referencial.

2 Se efectliael producto delos signos de cadafactor en losinterval os determinados por los puntos de referencia.

3 El conjunto solucién lo constituye el intervalo o unidn de interval os cuyo signo coincide con el sentido
deladesigualdad. Asi, si €l sentido deladesigualdad es «>», se eligen losintervalos con signo (+). Si €l

sentido de ladesigualdad es «<», se eligen losintervalos con signo (-).

4, Severificasi lospuntosreferenciales pertenecen o no a conjunto solucion, sustituyéndol os en ladesigual dad
parapoder determinar deestaformalanatural ezade ellos: abierto, cerrado, semiabierto, etc.

Apliguemos el método al caso particular < 0. El diagramaadjunto recoge todalainformacion obtenida

—2X
(x=D(x+2
siguiendo & método descrito.

Punto de Puntos de

referencia prueba
Signo de Y _2x=0 x=1
(=29 0 = x=0 X=-1
(ST o Yo ———— bt 4+ Xx—1=0 x=0
(x-1) 1 —x=+1 x=2
Signo de A . X+1=0 “= _2
(x+1) -1 =>x="1 x=0
Signodel  ++4++-————— [P
producto 1 0 1
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Ejercicios de los mddulos 1al 3
Note que los puntos referenciales no satisfacen la desigualdad, por tanto no pertenecen a conjunto solucion.

Como €l sentido de ladesigualdad es «<», interesan parala solucién los interval os del producto con signo (-). Es
decir, S=(-1, 0) U (1, + =) esel conjunto solucion.

Resuelvaladesigualdad |3x+1> 2|x—§].
Solucién
Ladesigualdad inicial puede escribirse en las formas equivalentes:
|3x+1>2|x—6 < |3x+1>[2x-12|
< (3x+1)* > (2x—12)? (propiedad VA6
< 9% +6X+1> 4x° —48x+144

& 5% +54x-143>0
< (5x-11) - (x+13) >0.

Laultimadesigualdad laresolvemos por el método grafico.

Punto de Puntos de

referencia prueba
Signode = ———————-— | +++++++ 5x—11=0 K="
(5x—-11) 11/5 =x=11/5=22 Xx=3
Signo de —— |+ttt + x+13=0 X=_14
(x+13) -13 = x=-13 X=-12
Signodel A+ +-———— [ttt
Producto -13 11/5

Note que al sustituir los valores de x de |os puntos de referencia en la Gltima desigualdad, se transformaen una
proposicién verdadera.

) 11 11 ! .
Oseaques x=11/5, entonces 5'§ -11 5 +131>0; también, s x =—13, entonces (5(~13) —11)(-13+13) > 0.

En consecuencia, dichos puntos pertenecen a conjunto solucién. Como el sentido delaUltimadesigualdad es « > »,

interesan parala solucién losinterval os del producto con signo (+). Esdecir, S= (—o0, —13] U [11/5, +©) esel
conjunto solucién.

Se recomiendaal estudiante lector que, después de estudiar |0s ejemplos anteriores, afiance |0s conocimientos
adquiridos desarrollando | os gjercicios propuestos que paratal fin aparecen a final del capitulo.

Elementos basicos de clculo diferencial
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(apitulo 0: Precalculo

Ejercicios resueltos sobre la linea recta

7. HalleladistanciaentrelospuntosP, (2, -8) y P, (3, 5).
Solucion
X =2, X=3y,=-8Yy,=5
Por tanto,

IRR|=d =2 +1% = J170.

8 SeanP, (-1,1)y P, (3, 0) dospuntosen &l plano. Determine:
a Las coordenadas del punto medio M del segmento @

b.  Lascoordenadas del punto P sobre el segmento RP, tal que EE = %
1" 2

Solucién

a En lafigura 3 aparecen el segmento @ y los puntos pedidosen ay b.

Figura 3

Si el punto medio M tiene coordenadas M (x .Y, ), entonces:

X+Xx -14+3
= :—:1.
K 2 2
_YtY, _1+0_£
m 2 2 2

Por tanto, las coordenadas del punto M son M (1, 1/2).
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Ejercicios de los mddulos 1al 3

b. Como RP :}, entonces 4 = %

12
Si P(x,y) denotalas coordenadas del punto P, setiene, de acuerdo conlasformulas (5) y (6) delaseccion 2.2:

1 4 1
X=-1+=3-(-1))=-1+—=—.
3( (-D) 33
1 1 2
=1+=(0-D)=1-==—.
y 3( ) 23

Por tanto, las coordenadas del punto P son P(:—l), %)

Escribalaecuacion delasrectas|, m, ny r indicadas en lafigura 4.

(1.3),"

m

Figura 4
Solucién

Paralarectal, setiene:

3

y:(tanSO")-x:?x.
Paralarectan, setiene:

y = (tan45°)- x =1- x = x. Esdecir,y = x.
Iguamente, paralarectamsetiene:

y = (tan135°) - x = (—tan45°) - x=-1- x. Estoes, y= —Xx.

Ahora, como el punto P(1, 3) r, setiene que

y 3

x 1

Por tanto, laecuacion de larectar es;

y = 3%

Elementos basicos de clculo diferencial
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(apitulo 0: Precalculo

10.  Escribalaecuacién delasrectasl, m, ny r indicadasen lafigurab.

Figura 5

Solucion

Paralarectal, el intercepto con el gey esb=1. Ademés, tanéd, =1=m. Por tanto, laecuacion delarectal es:
y=x+1.

Paralarectam, b=1y m, =tané, = —1. Por tanto, laecuacion delarectames:
y=-—-x+1

También, paralarectan, b= -2y laecuacion delarectantienelaformay=mx — 2. Como €l punto (2,0) € n,
entonces satisface su ecuacion, esdecir, 0=2m -2, dedondem=1.

Por tanto, laecuacion delarectan es:
y=X-2.
Paralarectar, se procede como se hizo paral, obteniendo como ecuacién:

y=2x+2.

11.  Determinelasecuacionesdelasrectas| y r que se muestran en lafigura6.
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Ejercicios de los mddulos 1al 3

Solucién

45>
<

Figura 6

Paralarectal setiene, usando laforma punto-pendiente (seccidn 2.4.3) de laecuacién de larecta:
y - 3=m(x+1).

Pero m = tan135° = —tan 45° = —1. Por tanto,
y-3=—(x+1) ox+y-2=0

eslaecuacion delarectal.

Paralarectar setieneque y—3=m (x+1).

Pero m :tan9:§:3.

Portanto, y — 3=3(x+1) 0 3x—-y+6=0

representalaecuacion delarectar.

Obtengalaecuacién de larectaque pasapor los puntosA (1, 3) y B (-2, 1). Determine el intercepto delarectacon
e gey.

Solucién

En lafigura 7 aparecen los puntos dados y larectal que pasa por €llos.

Elementos basicos de clculo diferencial
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(apitulo 0: Precalculo

Figura 7

a Para hallar la ecuacion delarecta procedemos asi: usando laformados-puntos (seccién 2.4.4) de laecuacion
delarecta, setiene:
_1-3
-2-1

y-3 (x-1),

0 equivalentemente,

3y-9=2x-2,
otambién,

2x—3y+7=0. @
Laecuacion (1) corresponde alarecta pedida.

b. Parahallar el intercepto b delarectacon el gjey hacemosen (1) x=0, y se obtiene que y:%.

13 Escribalasecuacionesdelasrectas |, 1., 1,y |, que aparecen enlafigura8.

2' '3

Solucién

Figura 8
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Ejercicios de los mddulos 1al 3

Paral, setieneque a=1, b=-1. Por tanto,

54_121
1 -1

eslaecuaciondel,, esdecir,
X—y=1

Paral,setieneque a=-1, b=1. Luego,

Xy
— =
-1 1 L

de donde la ecuacion pedida es:

Xx-y=-1

Paral, setieneque a=1, b=1. Luego,

Xy
— = =
1717t

es decir, laecuacion pedidaes:

x+y=1
Finalmente, paral, setiene a=-1, b=-1. Luego,

X,y
— = =
-1 -1 L

de donde la ecuacion pedida es:

x+y=-1

14, Usando laformageneral, determinelaecuacion delarectaque pasapor lospuntos P (-1, —4) y P,(5, 1).
Solucion
Suponga que larecta pedidatiene por ecuacién Ax + By + C =0. @
Como P,y P, pertenecen alarecta, entonces sus coordenadas satisfacen la ecuacion (1). Esto es:

A(-1)+B(-4)+C=0 o0 _A—4B+C=0. @
A(5)+B(1)+C=0 0 5A+B+C=0. 3

Elementos basicos de clculo diferencial
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(apitulo 0: Precalculo

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones (2) y (3) paraAy B en términos de C se obtiene:

A-—2cyB=-Lc
19 19

Reemplazando losvaloresde Ay B en (1) seobtiene:

5 6
-—Cx+—Cy+C=0 —BCx+ + =
19 19 y o} 5Cx+6Cy+19C =0.

Dividiendo estatltimaigualdad por —C, obtenemos finalmente 5x — 6y — 19 = 0 como la ecuacion de larecta pedida.

15.  Dadalarectal cuyaecuacion en suformageneral viene dadapor 3x + 4y —5 =0, determine:

a Laecuacién delarecta que pasa por €l punto P(1, 2) y esparalelaal.
b. Laecuacién de larecta que pasapor € punto P(1, 2) y es perpendicular al.

Solucién

a Seanl, y |, lasrectas paralelay perpendicular al, respectivamente, y que pasan por €l punto P(1, 2).
Seanm, m, m, laspendientesde | ,1 y |, respectivamente (figura9).

Figura 9

Como I, || I, entoncesm, =m; y puesto que m= _%, se concluye que:

_.3
m=-7

Ahora, usando laforma punto-pendiente (seccion 2.4.3) de laecuacion de larecta, setiene paral, que:

3
—2=-2(x-1).
y 4( )

Y simplificando se puede escribir enlaformageneral:

3x+4y-11=0.
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Ejercicios de los mddulos 1al 3

_ . 3 :
b. Comol, | I, entonces m,=—1/m;y como m= i se concluye que:

n]zz

Wl

Usando nuevamente |la forma punto-pendiente de la ecuacion de larecta, setiene paral, que:
4
-2=—(x-1).
y 3 (x-1)
Y simplificando se puede escribir en laformageneral:
4x—3y+2=0.
Pruebe analiticamente que laperpendicul ar trazada desde €l angulo recto de untridngul o rectangul o alahipotenusa, es
media proporcional entrelos segmentos que ésta determina sobre lamisma.

Solucién

Por conveniencia, se colocael triangulo ABC como aparece en lafigura 10, donde CA eslahi potenusa.

y l

B(0, b)

/e, 0 [0 Aa, 0N\, ¥

Figura 10

Debemos probar que:

@ _oB
OB OA

Si |, denotalarectaque pasapor lospuntosAy By |, larectaque pasapor los puntosCy B, y m, y m, sus pendientes,
entonces:

__b _b
m = 2 Y mz_c'

Comol, | I, entonces m -m, =-1.

b1l b b
Estoes, | —— || — |=-1,dedonde C=—.
allc a

Elementos basicos de clculo diferencial
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(apitulo 0: Precalculo

2 — —
Ahora, CO:b—, OB=b y OA=a
a

Asi que:
b oB_b
OB a  OA a’
luego
©_o8
OB OA’

gue eslo que se queria demostrar.

17.  Calculeladistanciadel origen alarectade interceptosay b con los € es coordenados.

Solucién

Enlafigurall se hatrazado larectadeinterceptosay b, siendo d = OH ladistanciadel origen alarecta.
y

B

b
d

Figura 11

Una propiedad métricade los tridngul os rectangul os establ ece que el producto delos catetos esigual a producto de
lahipotenusa por laaturaque cae sobre ella. Aplicando esta propiedad al triangulo rectangulo AOB delafigura, se
tiene que:

OB-OA=OH - AB.
Esdecir, b-a=d-va’®+b*, dedonde:

a-b

Jai+b?

d:
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Ejercicios de los mddulos 1al 3

a Encuentre la ecuacién de larecta que contiene el punto P(17,12) y es perpendicular a larectade
ecuacion 5x+ 12y —60=0.
b. Encuentre el punto P, de interseccion de las rectas perpendiculares del literal a.
C. Encuentre ladistancia del punto de interseccion obtenido en b a punto P dado en a.
Solucién
a Como lapendientedelarectadeecuacion 5x+ 12y —60=0es m= —1—52, entonces, § m, denotalapendiente de
. . 12
laperpendicular, sesigue que m = =
Asi que de larecta que se busca se conoce su pendiente m = % y € punto P (17, 12). En consecuencia, la
ecuacion de dicharecta viene dada por:
y-12=2 (-1,
5
y por tanto 12x—5y—144 =0 eslaecuacion general de larecta pedida.
b. Para encontrar €l punto de interseccion entre | as rectas, se resuelve simultaneamente € sistema:

5x+12y—60=0, (h)
12x—5y—144=0. @)

Paraello, semultiplicapor 5 laecuacion (1) y sele sumalaecuacion (2) multiplicadapor 12. Asi:
25x+60y—300=0

144x-60y-1.728=0
169x—-2.028=0

de donde x = 12 esla abscisadel punto de interseccion.

Reemplazando el valor de x asi obtenido en cual quiera de las ecuaciones(1) o (2) seobtieney=0comola
ordenada del punto de interseccion entre |as rectas. Es decir, P,(12, 0) es el punto de interseccion pedido.

Enlafigural2 seilustralasituacién planteadaen losliteraesay b.

Elementos basicos de clculo diferencial
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(apitulo 0: Precalculo

P(17,12)

2,0)
5 10/ 1572 o
Figura 12
c. Usando laférmula de la distancia entre dos puntos, se obtiene:

|PR|=/(17-12)* + (12-0)* = /169
=13,

Otraformade obtener ladistanciaentrelos puntos Py P, esusando laférmuladeladistanciadel punto P(17, 12)
alarectade ecuacion 5x + 12y — 60 = 0. En efecto,

5(17)+12(12) - 60|  [169
d= e
iz 13T

19, Usando un procedimientosimilar a del gjercicio 18, deduzcalaformuladeladistanciadel puntoP (x,,y,) alarectade
ecuacion Ax+By+ C=0.

Solucion
Considere en € plano larectal de ecuacion:

Ax+By+C=0 @)
y € punto P (x,, y,) del plano que no estaen larecta (figura 13).

Yy

Px;, )

Figura 13
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Ejercicios de los mddulos 1al 3

Lapendientedelarectal vienedadapor m= —g. Si llamamosn alaperpendicular trazadadesde P (x,, y,) alarectal,

. B ; .
entonces lapendiente denes m, = ,_A' y como P(x,, y,) esta sobre n, se tiene entonces que:

@
Y-Y% :%(X_ Xl)

representa la ecuacion de n.

De (2) se deduce que:
A B '
De donde
Aoy Aoy
A B
Asi que:

X=X(1) = AA
{ (A)=x+ -

y=y(4)=y,+1B
representan las ecuaciones paramétricas de larectan.

A cadavalor de 4 lecorresponde un punto de n. Asi, por ejemplo, cuando 4 =0, x(0) =x,, y(0) =y,, oseaque
estamos en el punto P(x,, y,) den.

Si H/(x,y,) denotael punto deinterseccion delasrectas| y n, entonces existe un valor de 4,(4,) tal que

X =X+, A
Vi =W%+4,B 4

puesto que H, e n, por lo tanto satistace (3).

Igualmente, como H, €1, entonces H, satisfacesu ecuacion. Estoes, Ax +By,+C=0, y sustituyendo los valores de (4)
podemosescribir:

A(x +4,A+B(y,+1,B)+C=0, o

Ax + By, + 4, (A +B*)+C=0,

de donde,

_Ax1+By1+C

M B

©)

Elementos basicos de clculo diferencial
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Al sustituir (5) en (4), se pueden conocer |ascoordenadasx, e y, del punto deinterseccion entérminos delas cantidades

conocidasA, B, C, X,, Y,.

Deotrolado, s d = PH, denotaladistanciadel punto P(x,, y,) al punto H (X, Y,), setiene entonces, aplicando la
formuladedistancia, que:

d=y(% —%)*+(y, - V.)?
= 04+ 2 A= %) + (¥, + 4, B— V)2

AR B =g, VAT

By, +C
y como de acuerdo a(5) |4, | = % setiene finalmente que:
g Bl e
+
_ |Ax1+ By, + C|

VA + B?
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Ejercicios de los mddulos 1al 3

Ejercicios propuestos

1 Identifique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a 1000eN. b. 5.4141..eZ. C. 314€Q. d. 0eZ
3 5
e gE‘R f. /2167 g. 2.141414..€Q. h. —Ee@ i. 5001¢N.

2 Usando los signos < (contenido) y ¢ (no contenido), [lene los siguientes espacios en blanco de manera que se
obtenga una proposicion verdadera:

a N_7Z bh. @ _N. c. C_ %R d Z Q. e Q_ N
f.R N 9. ZnN_{0}. h NUZ _Z i.CnN_Z

3 Demuestre | as siguientes desigual dades:

a Sia<byc<d,entonces a+c<b+d.

b. Si a<b, entonces —b<-a.

c. Si a>1, entonces & >a.

d. Si 0<a<1, entonces a’<a.

e. Si0<a<by 0<c<d, entonces a-c<b-d.

f. Si 0<a<b, entonces a® < b? (utiliced literal €).

g. Compruebe por medio de gemplosquesi a, b, cy d son positivos,y a>b y ¢ > d, no necesariamente se sigue

qued. b
c

d

h. Si ay b son nimeros positivos desiguales (a >0, b >0, a=b), demuestre que

a b 11
— >+
b> a® a b
4, Escriba con notacion de conjunto el interval o(s) resultante de la operacién indicada:
a [-3,71u[26]. b. [2,4]U[310]. c. [2,5]n(5,8).
d. (—o0,2] UL, +w). e [2,6]-(37]. f. [L5]U{R-[37]}.

5. Dibuje sobre larectareal y escriba con notacién de intervalo el resultado de:

a {xeR|x<5Nn{xeR|x<5.
b. {xeR|-5<x<5n{xeR|-1<x<1}.

. {xeR|-5<x<5 n{xeR|-1<x<8.

Elementos basicos de clculo diferencial 113



(apitulo 0: Precalculo

d. {xeR|x<+o} U{xeR|-2<X].
e. {xeR|x<0ju{xeR|-2<x<10}.

6 S A=[-3,3], B=(-33),C=(-14], D=(-4,-3), E=[-14), F = (~4,3), determine:

a AuUE b. AME c. F-E d E-F e. (F-E)n(E-F)
f. Cn(FuUD) g DUA h. CNn{®R-(FUD)} i. R—(FND)
7. Determine €l conjunto solucion de cada una de las siguientes desigual dades (inecuaciones). Exprese el resultado

como un intervalo o unién deintervalos:

a 2x—-4<x-8. b. 3x-5>8x+7. c. (x+2)(x-3)<0.
X+4 3x-8
d. (3-x)(2+x)>0. e -1<3x-5<6. L=<
9. x*-2x<15. h. 9x* >18x+7. i. 2x° <9-6x.
. (2x=D(x+2) > (x+3)(x-2). K. —7<1-2x<-1. l. x*-16>0.
— 2 -
m. u<0. n X< X —12<4x. 0. wgo.
x—2 2-X
5-x)(x+4) S 2 X+3
RS S/ ) X" (x-1) =1
p. (1—X) a. ﬂ<0 r. X—4
3 1
> .
S 2x-2” 2x+1
8  Determine |x-Yy-Z, sabiendo que:
a x=20, y20, z>0. b. x>0, y<0, z<0.
c. Xx<0, y<0, z<0. d x>0, y<0, z>0.
9 Resuelva las siguientes ecuaciones con valor absoluto:
7X 3
a [x-2=5. b. |[x-3=8. ¢ [x=1-x+2=3. d. 7—2‘= X+l
x 1 1
2o x_= _ 2 _
e 337X 5 f. [x=1-|x+1=0. g. |x +5x+3|_3.

114 Ude@ - Educacidn no presencial



10.

14.

Ejercicios de los mddulos 1al 3

Determine el conjunto solucion de cada unade | as siguientes desigual dades con val or absoluto. Exprese el resultado
como un intervalo o union de interval os:

3
a [x-2<= b, |[X-=[>= m 17<x 2.
Q_ <2
d. |[2x-3> 4. e |x-4<3. L3 :
>6 h 523 i. [3x+59>15
g |x-3= o3 i. [3x+5>15.
j. |x=5/<[x+1. k. |x-4<2-x. l. |2x-5/< 2|X.
m. || —=1 > |x+1. n. |x2—2><|sl. 0. [3x—1<2x+5.
p. 3<|2x-3 <5 g 0<[2x-1<4 r. |x2+5x+3|s3.
3-2x
s. |x2+5x+3|>3. t. ‘2+x < 4.
Use ladesigualdad triangular y el hecho de que 0<|3l |b| | | |al para demostrar |a siguiente cadenade
desigualdades:
1 I I 1 11
< <=4+

X+3 [{+2| ¥+3 [{+2 3 2

Demuestreque | X~ 2| .M+ 2 (ysed gjercicio11).
x*+9 9
, X2+ 2x+7
Demuestre quesi |X| <2, entonces, BT <15.

Detecte el error en lasiguiente demostracion:
Supongamos que a>b> 0.

Entonces, a>b=a-b>b’
=a-b-a?>b*-a’
= a(b-a) > (b-a)(b+a)
a(b-a) S (b-a)(b+a)
(b—a) (b—a)
= a>b+a
= 0>b< b<0 (contradiccién con lahipbtesis).
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15

16.

17.

19.

24,

27.

Encuentre lalongitud y la pendiente de los segmentos de recta que une cada uno de |os pares de puntos siguientes:

a (3-2y(9,6) b. (4-3)y (-19).
c. (8-4)y (-7,4). d. (5-8)y(-7,8).

Demuestre que los puntos A(6,1), B(1,7) y C(—4,1) son los vértices de un triangulo isosceles.
Demuestrelo mismo del gjercicio 16, pero conlos puntos A(8,9), B(—6,1) y C(0,-5).

Dado el cuadrilatero cuyos vérticesson B,(-7,7), R,(2,0), B,(10,3) y P, (1,10), encuentre lalongitud de sus cuatro
lados y demuestre que es un paral elogramo.

Demuestre que los puntos B, (0,5), B,(6,-3) y B;(3,6) son los vértices de un triangulo rectangulo. Halle su area
Si lapendiente de larecta que une los puntos:
a A(x,-1 yB(2,5) es3, determine x,.

b. A(6,-1,yB(10,y,) es g determiney,.

Los vértices de un triangulo son los puntos A(3,5), B(-5,1) y C(1, 7).

a. Localicelos puntos medios de los lados.

b. Localice el punto de interseccién de las medianas.

c. Demuestre que el segmento que unelos puntos medios de cualquier par delados esparalelo al tercer ladoy esla
mitad de su longitud.

Tres vértices de un paralelogramo son los puntos AL, — 2), B(7, 3) y C(—2, 2). Encuentre el cuarto vértice.

Localiceel punto P, el cual divide el segmento de rectaque unelos puntos B,(-4,2) y R,(6,7) enta formaque

.:U|
o

~u
~U
ale

Localice los vértices de un triangulo sabiendo que | os puntos medios de los lados son los puntos (—2,4), (-1,3) y
(2,6).

Demuestre que las medianas de un tridangulo se cortan en un solo punto que estdalos 2/3 de sus respectivos vértices.

Demuestre que €l triangulo cuyos vértices son los puntos:

a. 0(0,0), A(9,2) yB(1,4), esrectangulo.
b. A8 -1), B(-6,1) y C(2,-7), esrectangulo.

Encuentre la ecuacion de larecta que pasa por €l punto (1, 3) y cuya pendiente es 2.
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12
Encuentre la ecuacion de la recta que pasando por el punto (:—3 gj tiene pendienteinfinita.

Encuentre la ecuacion de larecta que pasando por €l punto de interseccion de 6x—2y+8=0 con 4x—-6y+3=0

seaperpendicular a 5x+2y+6=0.

Labasede untriangul o estaformadapor larectaque unelospuntos (-3,1) y (5,—-1). ¢Cud esladistanciadel tercer
vértice (6, 5) alabase?

Hallelaecuacion delarectaque pasapor el punto deinterseccionde |, : x+4y—-8=0y|, :3x-2y-10=0 y dista

del punto P(0O, 1) unalongitud igual a 242 unidades.

Sean R)(%,,Y,): B(x.¥.) YR,(%,Y,) trespuntos no colineales. Demuestre que el areadel triangulo de vértices
P,,B, y PR, viene dadapor el determinante:

X Yo

1
A= E X Y
WERZ

Encuentre |as &reas de |os triangul os cuyos vértices son:

a (010)1 (214) y (_116) b (_21_1)1 (_41 _6) y (_11_3)
C. (31 4)1 (_211) y (11 _5) d. (31 6)1 (_21 7) y (_11 _2)

Encuentre ladistanciadel punto P(6, 1) alarectade ecuacion 5x+12y—31=0. llustrelasituacion gréficamente.

Encuentrelaecuacién de larectal que pasa por el punto P(17, 12) y es perpendicular a la rectade ecuacion
5x+12y-60= 0. Determine ademas |as coordenadas del punto de interseccion de estas lineasy halleladistancia
de P al de dos maneras diferentes.

Considere €l triangulo cuyos vértices son los puntos A(0,0), B(0,3) y C(4, 2).

a. Encuentre las ecuaciones de las medianas.

b. Encuentre las ecuaciones de las alturas.

c. Encuentre las ecuaciones de las mediatrices.

d. Localiced baricentro, el ortocentroy el incentro del tridngulo.

Determine en cada uno de |os siguientes casos la ecuaci6n de la recta que cumple las condiciones dadas:

a Pasapor el punto de interseccion delasrectas 2x—3y+7=0y X+y—-7=0 y contiene el origen.

b. Pasa por lainterseccionde x—y+6=0con 2x+y =0 Y tieneintercepto 2 con el gjey.

c. Pasapor lainterseccionde 5x — 2y = 0 con x—2y+8=0 Y cortael primer cuadrante determinando un triangulo
deédrea36.

Elementos basicos de clculo diferencial 117



(apitulo 0: Precalculo

41

d. Pasapor €l punto deinterseccion de y—10=0 con 2x—y =0 y dista 5 unidades del origen.

Paracadaunadelasfuncionesdelosliteraesa-f determinef (a), f(a+ h), wlﬁmplifiqueel resultado.
h

1
a f(x)=x. b. f(x)=+/x. C. f(x)=;-
d f(x)=%x e. f(x)=x’-5x+8. f. f(x) =Vx-+/3.
Paracadaunadelasfuncionesf (x) y g (x) dadas en losliterales a-f, determinelo siguiente:
f
(f+9)(®), (f-9)(x), {EJ(X). (fog)(x)y(gef)(X).
Especifiquetambién el dominio delafuncion resultante.
a f(x)=x*+3, g(X=x"-4
b. f(x)=x, g(x) = 2x%.

c. f(xX)=x, g(x)=x*-1.
d. f(x)=3x+5 g(x) =7x-2.

f(X)=+x+4, g(X)=+v5-x.

f. f(x)=1-x2, g(x) =[x].

@

Para cada unade las funciones de los literales a-h elabore la grafica usando técnicas de desplazamiento, compre-
siény alargamiento (inicie con lafuncion apropiada en cada caso).

a g(x)=x*-1 b. h(x)=x*+1. C. t(x) =/x-2. d. p(x):__xl'

1
e m(x)=(x+1)°-3. f. g(x)=2[1-x. 9. h(x)=2[x-1]. h. 109 =—_-

Enlosliteraesa- ¢ sedalagréficade unafuncion f. Uselacomo un primer paso paraelaborar lagréficadelas
siguientesfunciones (figura14):

F(X)=f(X)+3; G(x) = f(x+2); T(x):%f(x).
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lu'
rE
=
-

(—4,-2) -
(a) (b) (c)
Figura 14
mMxX+n . 1 . o~z . -1
Sea f(X) = . Determine f(x) si p=0. ¢Quécondicionescumplenp, g, m ynparaque f = f*?
pX+q

Sin graficar analice cuéles de las siguientes funciones son pares, impares o ninguno de |os dos casos anteriores:

a f(x)=x+x b. g(x)=x}-x c. h(x)=3x*-x"

d t(x)=x-3. e f(x)=senx f. h(x) = cos2x.
T T

. t(¥) =tanx, xe| -=,=|.

g t(x) e( > 2)

Demuestre que si fy g son funcionesimpares, entonces (f o g) también esimpar.
Demuestre que si f esunafuncion impar y g es unafuncion par, entonces (f o g) y (g o f) sonimpares.

Un alambre de 100 cm de longitud se corta a una distancia x de sus extremos. Con unade las partes se formaun
circuloy con laotra un cuadrado. Exprese en funcion de x la suma de las éreas de las dos figuras resultantes.

Se dispone de una cartulina cuadrada de lado a y se quiere hacer una caja recortando cuadrados de lado x en cada
unade las esquinas y doblando sus lados. Exprese en funcion de x el volumen de la cgja resultante.

Tres cuadrados grandes de metal, cada uno de 100 cm de lado, tienen recortados de sus esquinas cuatro pequefios
cuadrados de lado x. Los doce pequefios cuadrados resultantes deben ser del mismo tamafio. Las tres piezas
grandes en formade cruz se doblan y se sueldan paraformar cagjas sin tapay los doce cuadrados pequefios se usan
paraformar dos cubos pequefios. Exprese en funcion de x el volumen total de las cinco cajas resultantes.

Un granjero quiere cercar un terrero rectangular de area 2.400 pies®. También quiere utilizar algo de cercapara
construir unadivision internaparalelaados delas secciones del borde. Exprese en funcion del lado lalongitud total
de cerca que necesita para dicho proposito.

Un abrevadero que estalleno de aguatiene 2 m delongitud y sus extremostienen laformade triangul os equil ateros
invertidos de 60 cm delado. Si el agua se escapa por un orificio del fondo del abrevadero aunarazén dada, exprese
como unafuncién e volumen de agua del abrevadero en cualquier instante.
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